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はじめに 

 

本研究集会は「時間・量子測定・準古典近似」の理論と実験に関する情報交

換・意見交換を目的として実施されました.  

本研究集会は, 本来 2021 年 9 月に開催予定でしたが, COVID19 により 2022年

3月に延期となり, さらに, コロナ禍第 6波の影響により, 2022 年 7月に再延

期となりました. 2022 年 7 月時点においてもコロナ禍第 7波が到来する直前で

したが, 最終的には 2022 年 7 月 21 日-23日の 3日間で, 完全対面で開催する

ことができました. 講演者の皆様方, IMI共同利用の皆様方のご協力, 大変あ

りがとうございました.  

本研究集会の総参加者数は28名, 講演者数は14名でした. 本来は海外からの

講演者も招聘する予定でしたが, 生憎のコロナ禍で断念せざるを得なかったこ

とが心残りです.  

本研究集会の主題は, 「量子測定」及び「時間」という, 現代科学の根幹を

なす概念です. ハイゼンベルクは1927年不確定性原理を発見しました. しか

し, 我国の小澤正直は「小澤の不等式」を数学的に導き, ハイゼンベルクの不

確定性原理が破れ, 位置・運動量の同時測定が可能であることを示しました.

また, 2012年には, 長谷川祐司が「小澤の不等式」を実験的に検証し世界中を

驚かせました. 時間に関しては, 光子時計のような, スカイツリーの頂上と地

面の重力差で「時間の遅れ」を検証できる超精密時計が開発されています.ま

た, 近年話題のドレスト光子は実験に理論が追いついていない概念です.時間

の理論的な研究では, 時間結晶や時間作用素という概念が存在します.近年, 

これらの存在・非存在を実験で検証しようという動きがあります. これらの状

況を受けて本研究集会の企画が始まりました.  

物理・数学, 実験・理論の研究者が一同に介した研究集会は非常に刺激的で, 

有益な情報交換と意見交換ができました. これらを糧に, さらに研究が進むこ

とを大いに期待しています.  

最後になりましたが, 量子測定と時間の理論及び実験の研究者が, このよう

に一同に集まれる場は非常に貴重であり, このような機会を与えて頂いたIMI

共同利用の皆様方にはこの場を借りて心から感謝申し上げます.  

 

研究代表者 丹田 聡 

北大工学部 

2022年 11月  
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〜〜古古典典論論とと量量子子論論のの境境界界〜〜  

 

研究代表者 丹田 聡（北大大学院工学院応用物理学部門＆トポロジー理工学教育研究センター・教授） 
組織委員 三宮 俊（株式会社リコー） 

                                      廣島 文生（九大数理） 
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77月月 2211日日((木木))  
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小澤 正直 (中部大学・名古屋大学) 
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測定誤差の定義と測定値の観測者独立性 
 
15:00-15:50 
和田 和幸 (八戸工業高等専門学校) 
1次元スプリットステップ量子ウォークのWitten指数 
 
16:00-16:50 
三宮 俊 (株式会社リコー) 
量子密度行列を用いた数値シミュレーションによる 
ドレスト光子介在物理現象の記述 
 
17:00-17:50 
長谷川 裕司 (北海道大学・ウィーン工科大学) 
中性子光学実験による基礎量子物理学の探究 
 

77月月 2222日日((金金))  

10:30-11:20 
廣島 文生 (九州大学) 
調和振動子に付随した時間作用素 
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寺西 功哲 (北海道大学) 
l²(N)における調和振動子の時間作用素 
 
14:00-14:50 
中津川 啓治 (物質・材料研究機構) 
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Quantum Topological Science and Technology:Real-space and K-space Topological Control 
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筒井 泉 (高エネルギー加速器研究機構) 
B中間子崩壊に見る素粒子物理と量子力学の基礎との交流 
 
17:00-17:50 
髙本 将男 (理化学研究所) 
光格子時計がもたらす新たな時間計測とその応用 
 

77月月 2233日日((土土))  

10:30-11:20 
岡村 和弥 (名古屋大学) 
C*-代数的量子論におけるシュレディンガー描像 
 
11:30-12:20 
守屋 創 (金沢大学) 
量子平衡系の時間対称性の破れの非存在に関する厳密な結果の紹介 
 
14:00-14:50 
佐々木 格 (信州大学) 
量子ウォークの時間作用素について 
 
15:00-15:50 
廣川 真男 (九州大学) 
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時間・量子測定・準古典近似の理論と実験～古典論と量子論の境界

July 21-23, 2022, 九大 IMI, Fukuoka, Japan

1次元スプリットステップ量子ウォークのWitten index

Wada Kazuyuki

National Institute of Technology, Hachinohe College, Japan

(joint work with Yasumichi Matsuzawa, Akito Suzuki

Yohei Tanaka, Noriaki Teranishi)

1. はじめに

本稿は 2022年 7月に開催された「時間・量子測定・準古典近似の理論と実験～古
典論と量子論の境界」において，「1次元スプリットステップ量子ウォークのWitten指
数」のタイトルで発表した内容の解説です．本研究内容は既に 2021年度に開催された
RIMS共同研究（公開型）「スペクトル・散乱理論とその周辺」においても発表をして
おり，本研究内容に関する解説は数理解析研究所 (RIMS)が発行する講究録にて公表予
定です．その解説では本研究の背景や，証明の流れの大まかな全体像をまとめてあり
ます．そこで本稿では重きを変えて，特に 4階の差分作用素からスペクトルシフト関数
を用いて 2つの指数型作用素のトレースの計算を進める所を中心に説明しております．
スプリットステップ量子ウォークに関する背景の部分は講究録に譲りたいと思います．
本研究は鈴木章斗氏（信州大学），田中洋平氏（信州大学），寺西功哲氏（北海道

大学），松澤泰道氏（信州大学）との共同研究に基づきます．

2. 設定

ここでは，1次元スプリットステップ量子ウォークの数学的な設定について説明し
ます．ヒルベルト空間X 上の有界作用素を B(X ), シャッテン pクラス作用素を Sp(X )

と表記します．特に，S1(X )はトレースクラス作用素の全体を表します．更に作用素A

に対して σ(A)をAのスペクトルとします．
1次元 2状態 SSQWのヒルベルト空間を以下で定めます：

H := l2(Z)⊕ l2(Z), l2(Z) :=

{
ψ : Z → C |

∑
x∈Z

|ψ(x)|2 < ∞

}
.(1)
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Lを l2(Z)上の左シフト作用素として定めます：

L : l2(Z) → l2(Z), (Lψ)(x) := ψ(x+ 1), ψ ∈ l2(Z), x ∈ Z.(2)

a, b, p, qを l2(Z)上の掛け算作用素とし，以下の条件を満たすとします．

b(x), q(x) ≥ 0, a(x)2 + b(x)2 = 1, p(x)2 + q(x)2 = 1, x ∈ Z.(3)

以上の準備の下，SSQWの時間発展作用素 U を



U := ΓΓ′,

Γ :=



1 0

0 L∗






p q

q −p






1 0

0 L


 , Γ′ :=



a b

b −a


 .

(4)

で定めます．Γと Γ′はユニタリかつ自己共役な作用素です．

Remark 2.1. 時間発展作用素 U に現れる a, b, p, qのうち，bと qはCに値を取る掛
け算作用素に一般化する事が可能ですが，(3)のように取っても一般性を失わない事は
[9]のCorollary 4.4のユニタリ同値類の結果によります．

以下に述べるユニタリ作用素のカイラル対称性が本研究における重要な概念です．

Definition 2.1 (Definition 2.1 of [11]). U をヒルベルト空間 X 上のユニタリ作用素と
する．U がカイラル対称性を持つとは，あるユニタリかつ自己共役な作用素 Γが存在
して，

ΓUΓ = U∗(5)

が成立するときをいう．

Remark 2.2. 上の (5)が述べている事は，「U と U∗はユニタリ同値である」という事
です．ここから，「カイラル対称なユニタリ作用素のスペクトルは実軸に関して対称で
ある」という主張が導かれます．

Lemma 2.1 (Lemma 2.2 of [11]). U をヒルベルト空間 X 上のユニタリ作用素とする．
次は同値である．

(1) U はカイラル対称性を持つ．
(2) U は二つのユニタリかつ自己共役な作用素の積で表される．

12



Lemma 2.1の 2つ目の条件と, (4)で定義された U の形から U はカイラル対称性を
持つ事が分かります．
ここからは U のスペクトルの虚部に着目して，作用素Qを

Q :=
U − U∗

2i
.(6)

と定めます．
Γを恒等作用素ではないユニタリかつ自己共役な作用素とします．すると σ(Γ) =

{1,−1}が分かります．ΓとQの反可換性から，一般にQは

Q =


 0 Q∗

0

Q0 0




Ker(Γ−1)⊕Ker(Γ+1)

.(7)

の表示を持ちます．しかし，この行列表示はKer(Γ− 1)⊕Ker(Γ+1)上での表示になっ
ているので，Q0の具体的な形は見えません．そこで次の命題を用いてQ0の形を明ら
かにさせます．

Proposition 2.1 (Lemma 3.2 of [14]). H上の作用素 ϵを次で定める：

ϵ :=
1√
2


1 0

0 L∗






√
1 + p −

√
1− p

√
1− p

√
1 + p


 .

このとき，次が成り立つ．

ϵΓϵ∗ =


1 0

0 −1




l2(Z)⊕l2(Z)

, ϵQ0ϵ
∗ =


 0 Q∗

ϵ0

Qϵ0 0




l2(Z)⊕l2(Z)

,

ここで，Qϵ0 ∈ B(l2(Z)) であり，

Qϵ0 :=
i

2

[√
1 + pLb

√
1 + p−

√
1− pbL∗

√
1− p− q{a+ a(·+ 1)}

]
.

この命題の証明のポイントは，「Γの対角化を考える」という点です．萌芽となるア
イデアは [13]にて導入されました．Qϵ0 の表式は直接計算によって導かれます．
本研究の目的はこのQϵ0に対するWitten指数を明らかにする事です．Qϵ0は SSQW

のトポロジカルな情報を有する重要な作用素に位置づけられます．本研究に関する先
行研究等についてはRIMS講究録に譲ることとします．
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3. 主結果

主題となるWitten 指数を以下の式で導入します．

w(A) := lim
t→∞

indt(A)(8)

ただし，w(A)は右辺の極限が存在するときのみ定義します．ここで，

indt(A) := Tr(e−tA∗A − e−tAA∗
),(9)

であり，Tr(·)はトレースを表します．主結果を述べるにあたり，以下の条件を課します．

Assumption 3.1. 8つの実数 a±, p±, b±, q±が存在して，

a± := lim
x→±∞

a(x) ∈ [−1, 1], p± = lim
x→±∞

p(x) ∈ [−1, 1],

b± = lim
x→±∞

b(x) ∈ [0, 1], q± = lim
x→±∞

q(x) ∈ [0, 1].

が成り立つ．更に，次の条件が成り立つ．
∑
x≥0

[|a(x)− a+|+ |a(−x− 1)− a−|] < ∞,
∑
x≥0

[|p(x)− p+|+ |p(−x− 1)− p−|] < ∞,

∑
x≥0

[|b(x)− b+|+ |b(−x− 1)− p−|] < ∞,
∑
x≥0

[|q(x)− q+|+ |q(−x− 1)− q−|] < ∞.

sgnを以下で定義される符号関数とします：

sgn(x) :=




1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

本研究の主結果は以下の通りです．

Theorem 3.1. Assumption 3.1の下，次の公式が成り立つ：

w(Qϵ0) = W (a+, p+)−W (a−, p−),(10)

ここでW : [−1, 1]× [−1, 1] → Rであり，

W (r, s) :=



0 |r| = |s| = 1

[sgn(r + s)− sgn(r − s)]/2 otherwise
.

14



Remark 3.1. (1) 講演での主定理は，このRemarkの (2), (3)で述べる公式の形で
説明をしました．研究集会修了後，松澤泰道氏によるアドバイスにより，上記
の通りに一本化できる事が判明しました．上記公式はQϵ0 がフレドホルムの場
合・非フレドホルムの場合をいずれも含んだ公式となっております．なお，[2]

で紹介されている 1次元Dirac作用素のWitten指数の例においても，符号関数
sgnを用いた表記でWitten指数が与えられています．Dirac方程式と量子ウォー
クの関係性は連続極限の視点による結果 [7]があります．上記の公式もDirac作
用素と量子ウォークの関係性を反映している公式と思えます．

(2) Qϵ0がフレドホルムの場合のWitten指数をここで言及します．Assumption 3.1

の下，Qϵ0がフレドホルムである必要十分条件は |p+| ̸= |a+|かつ |p−| ̸= |a−|で
す．このとき，次の公式が成り立ちます．

w(Qϵ0) =




sgn(p+)− sgn(p−) |p+| > |a+, |p−| > |a−|,

sgn(p+) |p+| > |a+, |p−| < |a−|,

−sgn(p−) |p+| < |a+, |p−| > |a−|,

0 |p+| < |a+, |p−| < |a−|

ここから特に，w(Qϵ0)は−2,−1, 0, 1, 2の値を取る事が分かります．
(3) Qϵ0 が非フレドホルムの場合のWitten指数をここで言及します．Assumption

3.1の下，Qϵ0がフレドホルムでない必要十分条件は次の 3つのうち 1つが成り
立つ事です．
(a) |a+| = |p+| かつ |a−| ̸= |p−|,

(b) |a+| ̸= |p+| かつ |a−| = |p−|,

(c) |a+| = |p+| かつ |a−| = |p−|.

χを開区間 (0, 1)の定義関数とします．それぞれの場合について，次の公式が成
り立ちます．
(a) |a+| = |p+| かつ |a−| ̸= |p−|

w(Qϵ0) =




χ(p+)− χ(−p+)

2
− 1, |a−| < p−,

χ(p+)− χ(−p+)

2
+ 0, |p−| < |a−|,

χ(p+)− χ(−p+)

2
+ 1, |a−| < −p−.
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(b) |a+| ̸= |p+| かつ |a−| = |p−|

w(Qϵ0) =




1− χ(p−)− χ(−p−)

2
, |a+| < p+,

0− χ(p−)− χ(−p−)

2
, |p+| < |a+|,

−1− χ(p−)− χ(−p−)

2
, |a+| < −p−.

(c) |a+| = |p+| かつ |a−| = |p−|

w(Qϵ0) =
χ(p+)− χ(−p+)

2
− χ(p−)− χ(−p−)

2
.

ここから特に，w(Qϵ0)は −3/2,−1,−1/2, 0, 1/2, 1, 3/2の値を取る事が分かり
ます．

4. 4階の差分作用素の SSFとPD

非フレドホルムの場合のWitten指数の導出が非自明なので，以下では常に |a±| =

|p±|（非フレドホルムになる条件）を仮定します．
半直線上のヒルベルト空間 l2(Z≥0)を導入し，{δx}x≥0を l2(Z≥0)上の完全正規直交

系とします．vを右シフト作用素とし，Ω0 := |δ⟩⟨δ0|と定めます．次が成り立ちます．

vδx = δx+1, v∗v = 1, vv∗ = 1− Ω0.(11)

w(Qϵ0)を求める為には，以下の2つの自己共役作用素のペアを考える事に帰着されます．

T (P ) :=

{
(v + v∗)− 2P 2

1− P 2

}2

+
2

1− P
Ω0,(12)

T0(P ) :=

{
(v + v∗)− 2P 2

1− P 2

}2

, −1 < P < 1.(13)

これら二つの作用素を導入する事で，Witten指数の導出は

Tr(etαP T (P ) − etαP T0(P )), αP :=
(1− P 2)2

4
.

の計算に帰着されます．
さて，指数関数型の作用素の差のトレースを計算するに「スペクトルシフト関数

(SSF)」を導入します．

ξ(x) :=
1

π
lim

ϵ→+0
Arg ∆T (P )/T0(P )(x+ iϵ), x ∈ R,(14)
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ここで，Argは z ∈ C \ {0}に対して Arg(z) ∈ (−π, π]となる偏角とします．また，
∆T (P )/T0(P )(·)は (T (P ), T0(P ))のペアに対するPerturbation Determinant (PD)であり，

∆T (P )/T0(P )(z) := det((T (P )− z)(T0(P )− z)−1)(15)

= 1 +
2

1− P
⟨δ0, (T0(P )− z)−1δ0⟩, z ∈ C \ R.(16)

で定義されます．SSFやPDについては [12]の 9章を参照されるとよいです．SSFを用
いる事で

Tr(etαP T (P ) − etαP T0(P )) =

∫

R

(
etαP x

)′
ξ(x)dx

のようにトレースを積分表示することができ，計算が可能となります．
SSFを明らかにするために，PDを明らかにする必要があります．しかし T0(P )は

4階の差分作用素で，PDには T0(P )のレゾルベントが入っているので，PDの形は大
変複雑であると推測されます．しかし，因数分解と部分分数分解を用いる事で，PDを
2階の差分作用素の場合に帰着できます．

Lemma 4.1. 任意の z ∈ C \ Rに対し，

∆T/T0(z) = 1 +
H(τ+(z))−H(τ−(z))

(1− P )
√
z

, τ± := 2mP ±
√
z, mP :=

P 2

1− P 2

ここで複素数の平方根は主値で定めるものとし，H(z)は以下のものである．

H(z) :=

√
z−2
z+2

− 1
√

z−2
z+2

+ 1
=

1

2π

∫ 2

−2

√
4− t2

t− z
dt, z ∈ C \ [−2, 2].

Remark 4.1. 上のLemma 4.1で登場したH(z)は二次方程式w2+zw+1 = 0 (z ∈ C\R)

の解である．H(z)の詳しい性質は [2]のAppendix Cを参照されたい．

Proof. v+v∗のスペクトル分解を用いる．あるユニタリ作用素u : ℓ2(Z≥0) → L2((−2, 2), dt)

が存在して，

u(v + v∗)u−1 = Mt, (uδ0)(t) =
(4− t2)

1
4

√
2π
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が成り立つ．ここで，Mtは tによる掛け算作用素である ([10]のAppendix Bを参照)．
この結果を用いると，

∆T/T0(z) = 1 +
2

1− P
⟨δ0, (T0 − z)−1δ0⟩

= 1 +
2

1− P

∫ 2

−2

√
4− t2

2π

1

(t− 2mP )
2 − z

dt

= 1 +
2

1− P

∫ 2

−2

√
4− t2

2π

1

(t− 2mP −
√
z) (t− 2mP +

√
z)
dt

= 1 +
1

(1− P )
√
z

∫ 2

−2

√
4− t2

2π

[
1

t− 2mP −
√
z
− 1

t− 2mP +
√
z

]
dt

= 1 +
H(τ+(z))−H(τ−(z))

(1− P )
√
z

.

ここで，2行目から 3行目に移る際に因数分解「A2 −B2 = (A+B)(A−B)」を用い，
3行目から 4行目に移る際に部分分数分解を用いた． □

この後は z = x+ iϵとして，ϵ → +0の極限を取っていきます．H(x+ iϵ)の極限は

lim
ϵ→+0

H(x± iϵ) =




−x−
√
x2 − 4

2
, x < −2,

−x± i
√
4− x2

2
, −2 < x < 2,

−x+
√
x2 − 4

2
, x > 2

(17)

と±2を境目に値が変わるので，τ±(x)がいつ τ±(x) < −2, −2 < τ±(x) < 2, τ±(x) > 2

を満たすかを調べる必要があります．このとき，P の値によっても範囲が変わる事に
注意が必要です．
結果として以下の主張が得られます．

Lemma 4.2. P は−1 < P < 1を満たすとする．この時，以下が成り立つ．

(1) 0 ≤ |P | < 1/
√
2のとき




|τ+(x)| < 2, |τ−(x)| < 2, if 0 < x < 4(1−mP )
2,

τ+(x) > 2, |τ−(x)| < 2, if 4(1−mP )
2 < x < 4(1 +mP )

2,

τ+(x) > 2, τ−(x) < −2, if 4(1 +mP )
2 < x.
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(2) |P | = 1/
√
2のとき



τ+(x) > 2, |τ−(x)| < 2, if 0 < x < 16,

τ+(x) > 2, τ−(x) < −2, if 16 < x.

(3) 1/
√
2 < |P | < 1のとき




τ+(x) > 2, τ−(x) > 2, if 0 < x < 4(mP − 1)2,

τ+(x) > 2, |τ−(x)| < 2, if 4(mP − 1)2 < x < 4(mP + 1)2,

τ+(x) > 2, τ−(x) < −2, if 4(mP + 1)2 < x.

Remark 4.2. Lemma 4.2において，P の値を 1/
√
2で区切っている理由はmP の取り

うる値が関係しており，

0 ≤ mP < 1 ⇐⇒ 0 ≤ |P | < 1/
√
2, mP = 1 ⇐⇒ |P | = 1/

√
2, mP > 1 ⇐⇒ 1/

√
2 < |P | < 1.

の事実に由来する．

Lemma 4.2と (17)を組み合わせる事により，PDの ϵ → +0の極限を取る事ができ
ます．

Lemma 4.3. 次の等式が成り立つ．
(1) 0 ≤ |P | < 1√

2
.

lim
ϵ→+0

∆T/T0(x+ iϵ)

=




1

2(1− P )
√
x

[
−2P

√
x+ i

√
4−

(
2mP +

√
x

)2
+ i

√
4−

(
2mP −

√
x

)2]
,

0 < x < 4(1−mP )
2,

1

2(1− P )
√
x

[
−2P

√
x+

√(
2mP +

√
x

)2 − 4 + i

√
4−

(
2mP −

√
x

)2]
,

4(1−mP )
2 < x < 4(1 +mP )

2.

(2) |P | = 1√
2
.

lim
ϵ→+0

∆T/T0(x+ iϵ) =
1

2(1− P )
√
x

[
−2P

√
x+

√
4
√
x+ x+ i

√
4
√
x− x

]
, 0 < x < 16.
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(3)
1√
2
< |P | < 1.

lim
ϵ→+0

∆T/T0(x+ iϵ)

=




1

2(1− P )
√
x

[
−2P

√
x+

√(
2mP +

√
x

)2 − 4−
√(

2mP −
√
x

)2 − 4 + i0

]
,

0 < x < 4(mP − 1)2,

1

2(1− P )
√
x

[
−2P

√
x+

√(
2mP +

√
x

)2 − 4 + i

√
4−

(
2mP −

√
x

)2]
,

4(mP − 1)2 < x < 4(mP + 1)2.

ここまで来ると，Lemma 4.3から SSFを導出する事が可能です．SSFは複素数の
Argumentを用いて定義されていました．そこで次の公式を使います．

Arg(x+ iy) =




π

2
− Arctan

x

y
, y > 0,

0, x > 0 ∧ y = 0,

π, x < 0 ∧ y = 0,

x+ iy ∈ C+ \ {0}.

∆T/T0(x + iϵ)は一般に複素上半平面にいるため, Arg(x + iy) = Arctan(y/x)の公式を
採用すると，偏角が π/2を境目に式が若干変わってしまうので，具合がよくありませ
ん．そこで上記の公式を使っています．

SSFは以下の通りになります．0 < x < 4(1 −mP )
2の区間では ξ(x)は非自明な値

を取りますが，指数定理には全く影響しないので省略します．指数定理に効いてくる
のは x = 4(1+mP )

2の境界部分だけなので，そこを含む区間の部分だけを記載します．
(1) P = 0.

ξ(x) =
1

2
, 0 < x < 4.

(2) 0 < |P | < 1√
2
.

ξ(x) =
1

2
− 1

π
Arctan

−2P
√
x+

√
(2mP +

√
x)2 − 4√

4− (2mP −
√
x)2

,

4(1−mP )
2 < x < 4(1 +mP )

2.

(3) |P | = 1√
2
.

ξ(x) =
1

2
− 1

π
Arctan

−2Px1/4 +
√
4 +

√
x√

4−
√
x

, 0 < x < 16.
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(4)
1√
2
< |P | < 1.

ξ(x) =
1

2
− 1

π
Arctan

−2P
√
x+

√
(2mP +

√
x)2 − 4√

4− (2mP −
√
x)2

,

4(1−mP )
2 < x < 4(1 +mP )

2.

x < 0と x > 4(1 +mP )
2では ξ(x) = 0になります．x < 0の場合は，T と T0が共に非

負の自己共役作用素である事からすぐに分かります．一方，x > 4(1 +mP )
2は詳細に

Arctanの分子の正負を詳細に調べなければなりません．次の結果が一つの到達点とな
ります．

Theorem 4.1. 次の公式が成り立つ．

lim
t→+∞

e−tTr(etαP T (P ) − etαP T0(P )) = ξ(α−1
P − 0) =



0, −1 < P < 0,

1

2
, 0 ≤ P < 1.

(18)

この結果を用いる事で，Theorem 3.1を証明する事ができます．
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