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はじめに

本書は，『非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先』と題して，
2014年 8月 6日から 8日まで，九州大学マス・フォア・インダストリ研究所にお
いて行われた研究集会の記録です。
さまざまな非線形現象のモデル化において，最も基本となるのは微分方程式で
あり，それを何らかの意味で差分化することでシミュレーションが行われていま
す。より現実に近い複雑なシミュレーションを行うために，数値解法としての差
分化という枠組みを越えた手法も，セル・オートマトン，離散要素法など多岐に
渡って開発されており，産業界における研究開発でも利用されています。
一方，可積分系の研究から生まれた「超離散化」という手法は，連続モデル，離
散モデル，ひいてはセル・オートマトンまでも一つの視点でとらえるものです。近
年では非可積分系に対しても適用する研究が進展しており，特にセル・オートマ
トンによるモデリングに大きな影響を与えています。このような状況に鑑み，研
究・開発の現場で用いられている多種多様な非線形数理モデルを持ち寄り，「超離
散化」を一つの典型例として，連続系，離散系，セル・オートマトン系等を貫く
数理構造を抽出し，ひいてはシミュレーション技術における新たな発展の可能性
を見いだすことを目的として，今回の研究集会を企画致しました。
研究集会で扱ったテーマの特色としては，連続系と離散系の境界に注目してい
ることがあげられます。産業界においても，例えばコピー機内のトナーのような
電磁場内の微粒子系など，連続と離散の両者の側面を併せ持つ系が注目されてお
り，既存のシミュレーションツールを越えた手法が必要となっています。研究集会
では，産業界の研究開発現場からの事例を紹介されるとともに，関連する数理的
な話題も合わせて取り上げ，背後にある数理的なつながりを見いだすことを試み
ました。そこで提示される具体的な系の振舞いと，数学サイドで培われた，連続
系と離散系とのつながりを見いだす研究とが結びつけば，新たな進展のきっかけ
となることが期待できます。
この場をお借りして，講演者の皆様と参加者の皆様に，あらためて感謝致しま
す。本書を手に取っていただいた皆さんにとって，本書が新たな研究成果を生み
出す一助となれば幸いです。

研究代表者 筧 三郎 (立教大学理学部)



平成 26年度 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所 共同利用研究集会

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

期間： 2014年 8月 6日 (水) ～ 8日 (金)

場所： 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
数理学研究棟 3階 大講義室１

8月 6日 (水)

12:20-12:30 Opening Remarks

12:30-13:20 ウィロックス・ラルフ [東大数理]

超離散化による自然現象のモデル化
13:30-14:20 松木平淳太 [龍谷大学]

粒子セルオートマトンの Max-Plus 代数による解析
14:40-15:30 宇佐美元宏 [リコー (株)]

電子写真設計プロセス革新のための粉体挙動シミュレータ開発
15:40-16:30 大槻道夫 [島根大学]

粉体のジャミング転移の臨界的性質

8月 7日 (木)

10:00-10:50 松家敬介 [東京大学]

血管新生の数理モデル
11:00-11:50 長山雅晴 [北海道大学]

表皮構造の数理モデル
13:30-14:20 松谷茂樹 [キヤノン (株)]

パーコレーション電気伝導の数理
14:30-15:20 岡野大 [愛媛大学]

代用電荷法による等角写像の数値計算法
15:30-16:20 増田哲 [青山学院大学]

離散冪函数の明示公式と諸性質

8月 8日 (金)

10:00-10:50 柳澤大地 [東京大学]

セルオートマトンを応用した群集運動の研究
11:00-11:50 丸野健一 [早稲田大学]

ソリトンと自己適合移動格子スキーム
13:30-14:20 高崎金久 [近畿大学]

溶解結晶模型の可積分構造
14:30-15:20 辻本諭 [京都大学]

オートマトンに付随する遷移作用素のスペクトル解析について
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講 演 の 概 要
[8月 6日 (水)]

ウィロックス・ラルフ (東大数理)

超離散化による自然現象のモデル化
本講演の前半では，可積分系という分野から得られたテクニックに基づき，常微分方程式を

用いる数理モデルの「超離散化」という数学的手法を紹介する。特に，この手法により，元の
連続の数理モデルと同じ性質を持つセルオートマトン・モデルが構築できることに注目する。
後半では，超離散 sine-Gordon 方程式などの可積分なセルオートマトン・モデルについての
最新の研究結果をいくつか紹介する。

松木平淳太 (龍谷大学)

粒子セルオートマトンの Max-Plus 代数による解析
多くの 1次元粒子セルオートマトンが max-min-plus 表現を持つことが最近わかってきた。

その表現を得るときに大きな役割を果たすのは基本図である。さらに超離散 Cole-Hopf 変換
によって得られた発展方程式から確率モデルが構築できることもわかってきた。一方，高次の
保存量を持つ CAとの関連もごく最近発見した。これらの現状についてまとめて報告する。

宇佐美元宏 (リコー (株))

電子写真設計プロセス革新のための粉体挙動シミュレータ開発
複写機・レーザープリンタに代表させる電子写真機器設計において計算機シミュレーション

の活用を考えるとき，電子写真特有のものとして，粉体挙動計算が必要となる。現在，離散
要素法に電磁気的な作用力を組み込んだ現像剤挙動シミュレータが開発され，機器設計に活
用されつつあるが，その適用範囲は限定的である。より広範な活用を実現するためには，粉
体シミュレーションの大規模化・高速化が必要であり，その実現に有効な手段として，東工大
TSUBAMEに代表される産業利用のために開放された国内の大規模計算機の利用が考えられ
る。本報告では，スパコンの利用など，将来の電子写真機器設計における計算機シミュレー
ションの可能性について概説する。

大槻道夫 (島根大学)

粉体のジャミング転移の臨界的性質
散逸を持つ粒子の集合である粉体は，密度が低い場合は微小な応力で容易に流れる一方，密

度が高い場合は剪断応力がしきい値（降伏応力）を超えない限り流動化しない。これらの密度
による振る舞いの変化は，液体的な状態から固体的な状態へのある種の転移と考えられ，近年
になってジャミング転移と呼ばれている。この転移点であるジャミング転移密度の近傍では，
ダイナミクスや物性を含めて，様々な臨界的性質が観測される。こうした特異的な性質に関し
て，離散粒子シミュレーションや現象論によって明らかになってきた成果について報告する。

[8月 7日 (木)]

松家敬介 (東京大学)

血管新生の数理モデル
血管新生とは, 生体内で既存の血管から新しい血管が分岐し, 新しい血管網が構築される現

象のことである。血管内皮細胞の挙動に関する近年の実験結果に基づき, 本稿では, 血管新生
における血管内皮細胞の挙動のセルオートマトンモデルを提案する。このセルオートマトンモ
デルは, 細胞間の追い越し現象及び血管の伸長と分岐の効果を取り入れたものとなっている。
さらに, セルオートマトンモデルに対応する, 求積可能な微分方程式モデルも提案する.
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長山雅晴 (北海道大学)

表皮構造の数理モデル
表皮バリア機能の発現機能を数理的に理解するために, 表皮構造の数理モデル化を行う. こ

こでは Ca2+ダイナミクスを考慮した数理モデルを構築し, 正常な表皮に見られる Ca2+局在
化の再現を目指す.

松谷茂樹 (キヤノン (株))

パーコレーション電気伝導の数理
連続パーコレーション模型における電気伝導率の数値解析結果を示した後に，その背景にあ

る数理科学的な構造（擬等角写像構造，フラクタル構造など）について紹介する。

岡野大 (愛媛大学)

代用電荷法による等角写像の数値計算法
等角写像の数値計算に複素対数ポテンシャルの重ね合せを用いた代用電荷法を利用する方

法は天野によって提案され，単連結・多重連結領域の様々な等角写像の問題に適用し，簡潔で
高精度の近似写像関数を得ることのできる方法として発展している。この方法の基本的なアイ
ディアと最近の成果にもとづく種々の問題の統一的な取り扱いについて述べる。

増田哲 (青山学院大学)

離散冪函数の明示公式と諸性質
Bobenko らにより導入された離散冪函数が，第６パンルヴェ方程式の超幾何タウ函数を用

いて明示的に表されることを示す。この事実は，離散冪函数を定める差分方程式系が，第６パ
ンルヴェ方程式の Bäcklund 変換（の一部）であることに由来する。Bobenko らによるもと
もとの定義では，離散冪函数の指数の値や定義域に対して強い制限が課されている。しかしな
がら，我々が得た明示公式から直ちにわかるように，指数については偶数を除く任意の複素数
に，定義域については Riemann 面の離散類似にまで拡張できる。また，指数の実部が 1 に等
しいとき，離散冪函数ははめ込みであることもわかる。

[8月 8日 (金)]

柳澤大地 (東京大学)

セルオートマトンを応用した群集運動の研究
セルオートマトンは、人の排除体積効果を簡単に取り入れることができ計算速度も早いた

め、数多くの群集運動のシミュレーションに用いられてきた。本論文では、セルオートマトン
を応用した退出過程と待ち行列のモデルを紹介する。退出過程のモデルでは、群集の密度と退
出に対するモチベーションにより、流動係数が変化することが分かった。また待ち行列のモデ
ルでは、人が列を詰める効果が待ち時間に及ぼす影響を調べることができた。

丸野健一 (早稲田大学)

ソリトンと自己適合移動格子スキーム
特異性のある解を持つソリトン方程式に対する自己適合移動格子スキームの構成法につい

て解説する. 例として Hunter-Saxton 方程式の自己適合移動格子スキームを構成するホドグ
ラフ変換の離散化, 保存則の離散化が自己適合移動格子スキームにおけるメッシュの自動調節
の鍵となることを示す.
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高崎金久 (近畿大学)

溶解結晶模型の可積分構造
溶解結晶模型の可積分構造に関する数年間の研究を紹介する. 前半では最も基本的な模型の

場合に焦点を絞り, 平面分割による分配函数の定義, 対角断面の方法による分配函数の書き換
え, 外部ポテンシャルによる変形, 分配函数のフェルミオン表示, 1次元戸田階層の τ 函数との
関係を順次説明する. 後半ではコニフォルドに関連する模型やオービフォルド版模型について
の最近の結果を説明する. これらの模型の分配函数は 2次元戸田階層の τ 函数と関係する. 対
応するラックス作用素は因子分解された特殊な形をもち, Ablowitz-Ladik (相対論的戸田) 階
層など, 2次元戸田階層に埋め込まれた可積分階層の解であることがわかる.

辻本諭 (京都大学)

オートマトンに付随する遷移作用素のスペクトル解析について
2状態オートマトンによって記述される点灯夫群と箱玉系について，付随する遷移作用素間

の関係を明らかにすることでそのスペクトルが一致することを示す。さらに 3状態オートマト
ンに対しても考察を加える。
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IMI Workshop 2014

Various aspects of nonlinear mathematical models:
continuous, discrete, ultra-discrete, and beyond

Date: August 6 – 8, 2014

Venue: Institute of Mathematics for Industry

August 6

12:20-12:30 Opening Remarks

12:30-13:20 Ralph Willox (University of Tokyo)

Modelling of natural phenomena through ultradiscretisation

13:30-14:20 Junta Matsukidaira (Ryukoku University)

Analysis of particle cellular automata using max-plus algebra

14:40-15:30 Motohiro Usami (Ricoh Company, Ltd.)

Powder flow simulation for electrophotograpic process

15:40-16:30 Michio Otsuki (Shimane University)

Critical behavior of jamming transition

August 7

10:00-10:50 Keisuke Matsuya (University of Tokyo)

Mathematical models of angiogenesis

11:00-11:50 Masaharu Nagayama (Hokkaido University, JST CREST)

Mathematical modeling for epidermal structure

13:30-14:20 Shigeki Matsutani (Canon Inc.)

Percolation model for conductivity

14:30-15:20 Dai Okano (Ehime University)

Numerical conformal mapping by the charge simulation method

15:30-16:20 Tetsu Masuda (Aoyama Gakuin University)

An explicit formula and some properties of a discrete power function

August 8

10:00-10:50 Daichi Yanagisawa (University of Tokyo)

Applications of cellular automata for pedestrian dynamics

11:00-11:50 Kinichi Maruno (Waseda University)

Solitons and self-adaptive moving mesh schemes

13:30-14:20 Kanehisa Takasaki (Kinki University)

Integrable structure of melting crystal models

14:30-15:20 Satoshi Tsujimoto (Kyoto Univeristy)

Spectral analysis on the transition operators for automata
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Abstracts

[August 6]

Ralph WILLOX (University of Tokyo)

Modelling of natural phenomena through ultradiscretisation

We introduce a mathematical method called “ultradiscretisation” of ODE’s, based on

techniques developed in the field of integrable systems. It will be shown that, by means

of this method, it is possible to construct cellular automaton models that exhibit the same

properties as the original ODE models. We shall also summarize and present recent results

on integrable cellular automaton models such as the ultradiscrete sine-Gordon equation.

Junta MATSUKIDAIRA (Ryukoku University)

Analysis of particle cellular automata using max-plus algebra

Recent studies on particle cellular automata are reviewed. We show that many one-

dimensional particle cellular automata admit max-min-plus expression. Applying a ultra-

discrete version of the Cole-Hopf transformation, one can obtain evolution equations and

corresponding stochastic models.

Motohiro USAMI (Ricoh Company, Ltd.)

Powder flow simulation for electrophotograpic process

We report recent developments of computer simulation for electrophotograpic process.

Towards faster and larger-scale powder flow simulations, we use a large-scale supercomputer

“TSUBAME” at Tokyo Institute of Technology, which is available to projects at outside

research institutes and industries.

Michio OTSUKI (Shimane University)

Critical behavior of jamming transition

Various critical properties can be observed around the jamming transition in granular sys-

tems. We report recent results based on discrete particle simulation and phenomenological

study.

[August 7]

Keisuke MATSUYA (University of Tokyo)

Mathematical models of angiogenesis

Angiogenesis is the morphogenetic phenomenon in which new blood vessels emerge from

an existing vascular network and configure a new network. Based on the recent experi-

ments with time-lapse fluorescent imaging, we propose a discrete cell-based model (cellular

automaton model) for the dynamics of vascular endothelial cells in angiogenetic morpho-

genesis. The cellular automaton model successfully reproduces cell mixing effect, elongation

and bifurcation of blood vessels. The corresponding differential equation model which is

solved analytically is also proposed.
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Masaharu NAGAYAMA (Hokkaido University, JST CREST)

Mathematical modeling of epidermal structure

We construct a mathematical model of the epidermal structure in order to mathemat-

ically under- stand the mechanisms of the epidermal barrier function. Our mathematical

model considers Ca2+ dynamics and we aim at reproducing Ca2+ localization, which is a

phenomenon that is observed in normal epidermal structures.

Shigeki MATSUTANI (Canon Inc.)

Percolation model for conductivity

We report our numerical results on the electric potential distribution over a two-dimensional

continuum percolation model. We then discuss the mathematical structure hidden behind,

such as quasi-conformal structure, fractal structure.

Dai OKANO (Ehime University)

Numerical conformal mapping by the charge simulation method

The charge simulation method for numerical conformal mapping was proposed by Amano,

and is regarded as simple and accurate method. We review the basic idea and recent results.

Tetsu MASUDA (Aoyama Gakuin University)

An explicit formula and some properties of a discrete power function

We present an explicit formula for the discrete power function introduced by Bobenko,

which is expressed in terms of the hypergeometric τ functions for the sixth Painlevé equation.

The original definition of the discrete power function imposes strict conditions on the domain

and the value of the exponent. However, we show that one can extend the value of the

exponent to arbitrary complex numbers except even integers and the domain to a discrete

analogue of the Riemann surface. Moreover, we show that the discrete power function is an

immersion when the real part of the exponent is equal to one.

[August 8]

Daichi YANAGISAWA (University of Tokyo)

Applications of cellular automata for pedestrian dynamics

Cellular automata (CA) has been applied to many simulations of pedestrian dynamics

since it enables us to introduce excluded-volume effect into models and achieve fast cal-

culation. In this paper, we study CA models for egress and queuing processes. We have

elucidated that density and motivation for egress of pedestrians greatly affect pedestrian

flow. Furthermore, we have succeeded to investigate the effect of closing up a queue on

waiting time.

Kenichi MARUNO (Waseda University)

Solitons and self-adaptive moving mesh schemes

In this article, we show how to construct self-adaptive moving mesh schemes for soliton

equations which have singularities in their solutions. As an example, we construct a self-

adaptive moving mesh scheme of the Hunter-Saxton equation. It is shown that keys of

self-adaptive moving mesh are discrete hodograph transformations and discrete conservation

laws.
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Kanehisa TAKASAKI (Kinki University)

Integrable structure of melting crystal models

We report our results on hidden integrable structure in the melting crystal model. Firstly

we focus on the most basic model and explain various notions such as plain partitions,

diagonal slice, fermionic expression, and so on. Secondly we explain more resent results on

some generalizations related to conifolds and orbifolds. In these cases, the partition functions

are solutions of integrable hierarchies such as the Ablowitz-Ladik hierarchy.

Satoshi TSUJIMOTO(Kyoto University)

Spectral analysis on the transition operators for automata

We discuss a relation between box-ball system and the lamplighter group generated by

a two-state automaton. We present spectral analysis of the stochastic matrices induced

by these automata, and verify their spectral coincidence. We also consider a three-state

automaton.
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Abstract

Angiogenesis is the morphogenetic phenomenon in which new blood vessels emerge

from an existing vascular network and configure a new network. Based on the recent

experiments with time-lapse fluorescent imaging, we propose a discrete cell-based

model (cellular automaton model) for the dynamics of vascular endothelial cells in

angiogenetic morphogenesis. The cellular automaton model successfully reproduces

cell mixing effect, elongation and bifurcation of blood vessels. The corresponding

differential equation model which is solved analytically is also proposed.
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(4)

s
(i)
k > s

(j)
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表皮構造の数理モデリング
Mathematical modeling of epidermal structure

長山雅晴 (北海道大学電子科学研究所・JST CREST),

小林康明，熊本淳一 (北海道大学電子科学研究所)，
澤武祐輔 (北海道大学理学院）
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中田聡（広島大学理学研究科），北畑裕之（千葉大学理学研究科）
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Yasuaki Kobayashi, Jun-ichi Kumamoto, Yusuke Sawabu (Hokkaido University),

Hiromitsu Denda (Shiseido Research Center),

Satoshi Nakata (Hiroshima University), Hiroyuki Kitahata (Chiba University)

概要

表皮バリア機能の発現機能を数理的に理解するために，表皮構造の数理モデル化を行う．ここでは
Ca2+ ダイナミクスを考慮した数理モデルを構築し，正常な表皮に見られる Ca2+ 局在化の再現を目
指す．

Abstract

We construct a mathematical model of the epidermal structure in order to mathematically under-

stand the mechanisms of the epidermal barrier function. Our mathematical model considers Ca2+

dynamics and we aim at reproducing Ca2+ localization, which is a phenomenon that is observed in

normal epidermal structures.

1 はじめに
皮膚は真皮部分と表皮部分から成っており，その最も外側にある表皮は，基底層，有棘層，
顆粒層，角層からなる層構造をなしている．そして表皮では，基底細胞が有棘細胞，顆粒細
胞と分化し，最終分化によって角質細胞となるターンオーバーが繰り返されており，人間の
ターンオーバーはは約 28日であることが知られている [1]．皮膚の持つ重要な役割の一つに
体内水分の保持機能（バリア機能）があるが，この機能は表皮の中の角層が担っている．角
層は角質細胞と細胞間脂質より形成されており，角層が破壊されると体内水分を保持するこ
とができなくなるため，角層は破壊されると早急に回復することが知られている（マウスで
は約 24時間で 90％以上回復する）．角層が角層破壊からの早期回復機能を有しているため
に，体内の水分は保持されているのである [1]．バリア機能の恒常性維持は，角質細胞と細胞
間脂質が担っていることはわかってきたが，その機能がどのようなメカニズムによって恒常
的に維持されているのかほとんど分かっていない．本研究の目的はバリア機能の恒常性維持
機能の仕組みを数理的立場から明らかにすることにある．
これまでの研究から角層の恒常的維持機能には角層直下でのカルシウムイオン (Ca2+)の

局在化と消失が重要であることがわかってきた [2]．また，培養表皮細胞の一部を空気暴露す
ることにより Ca2+波が空気暴露した表皮細胞から培養液中の表皮細胞に伝播する現象が発
見された [3]．このことは角層が破壊され表皮細胞が空気にさらされると表皮細胞間を Ca2+
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波が伝播し，皮膚表面で起こった事象を表皮内部に情報伝達できることを示唆しており，角
層の早期回復機構に関わっているのではないかと考えられる．これらの事実から角層の持つ
２つの機能にはCa2+が深く関わっている可能性が出てきた．これまでの細胞におけるCa2+

の数理モデルは FitzHugh-Nagumo型のモデル方程式になっており [4]，局在構造を持つ解を
構成することが困難であることがわかった．従って，表皮細胞における Ca2+の振る舞いを
定性的に記述する数理モデルの構成が必要となった．本研究では機械刺激を受けた培養表皮
細胞の振る舞いに注目し，表皮細胞に対する Ca2+の伝播形態を定性的に記述する数理モデ
ルを構成する．

2 細胞間Ca2+伝播現象に対する数理モデル
細胞間 Ca2+ 伝播現象に関し提案されている数理モデルについて紹介する．細胞間 Ca2+

伝播現象に対する数理モデルとして 1貯蔵庫モデルと呼ばれる数理モデルが提案されている
[5]．このモデルに機械刺激実験や空気暴露実験を再現できるように改良した数理モデルとし
て，我々は次のような数理モデルを提案した [6]：⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂A

∂t
= dAΔA−G(A) +

N∑
i=1

I(ci,xi),

dPi

dt
=

∑
j∈Λi

In(Ski)wijdP (Pj − Pi) +H(A(t,xi))− J(Pi),

dci
dt

=
∑
j∈Λi

In(Ski)wijdc(cj − ci) + Fc(Pi, ci, hi, B(t,xi)),

dhi
dt

=
1

τh(Ski)
Fh(ci, hi)，

dwij

dt
= Fw(ci, cj , wij)，

∂B

∂t
= εB(dBΔB −KbB + FB(Ski,xi))．

(2.1)

こここで，A(t,x)：細胞外のATP濃度，Pi(t)：i番目の細胞内 IP3濃度，ci(t)：i番目の細
胞内Ca2+濃度，hi(t)：i番目の細胞の小胞体から細胞内へのCa2+放出の活性効果，ωij(t)：
i番目の細胞と j番目の細胞のGJ開閉率，B(t,x)：細胞外刺激物質の濃度，である．また，
各関数は

Fc(P, c, h,B) = KF

(
μ0 +

μ1P

kμ + P

)(
α0 +

(1− α0)c

K1 + c

)
h

− γc

Kγ + c
+ β +

KbcB
mb1

Hmb2
b +Bmb2

,

Fh(c, h) =
K2

2

K2
2 + c2

− h, G(A) = KaaA,

Fw(ci, cj , wij) = 1.0− wij +
1

2

(
−1.0 + tanh

(
wd − |ci − cj |

εw2

))
,

H(A) =
Kpa(Sk)A

ma1

H0
ma2 +Ama2

, J(P ) = KppP,
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I(c,xi) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Kac(c− cc)
mc1

Imc2
0 + (c− cc)mc2

χ0(x,xi, r), c ≥ cc,

0, c < cc,

FB(Ski,xi) =
1

4

(
1 + tanh

(
Ski − Sk1

σ1

))(
1 + tanh

(
Sk2 − Ski

σ2

))
χ0(x,xi, r),

Kpa(Sk) = kg +
ks − kg

2

(
1 + tanh

(
Ss − Sk

δk

))
,

In(Sk) =
1

2

(
1 + tanh

(
Sk − Ss

δI

))
,

τh(Sk) = τg +
τs − τg

2

(
1 + tanh

(
Ss − Sk

δτ

))

となる．また，

χ0(x,y; r) =

{
1, ||x− y|| ≤ r,

0, ||x− y|| > r.

ただし，iは細胞番号，xiは i番目の細胞の位置を表す．Ski(t)は細胞分化の状態変数であり，
その定義は次節で説明する，rは細胞半径，ccは ATPを放出する Ca2+濃度，dAは細胞外
ATPの拡散速度，dP は IP3 の伝播速度，dc は Ca2+ の伝播速度，γ は細胞内から小胞体へ
の Ca2+の取り込み率，β は小胞体から細胞質への Ca2+のもれ．とする，各項は，Fcは貯
蔵庫からの Ca2+放出と細胞外への Ca2+汲み出し，細胞外からの Ca2+流入，Fhは細胞内
Ca2+濃度による不活性効果，GはATPの自然分解，Fwは細胞間のGJ開閉効果，Hは細胞
外ATP濃度による細胞内 IP3生成，J は IP3の自然分解，I は Ca2+興奮によるATP放出，
FB は状態変数に依存した細胞外刺激物質の放出．Kpaは状態変数に依存した細胞外ATPの
感受性．Inは状態変数に依存したGJ発現度．τhは状態変数に依存した細胞の興奮性を表し
ている．

3 細胞運動モデル
この節では細胞自体の動き，つまり細胞分裂や細胞移動などの細胞ダイナミクスを表現す
る細胞運動モデルについて説明する．秒単位でおこる Ca2+ダイナミクスに比べ，細胞ダイ
ナミクスの時間スケールは非常に大きい．

3.1 細胞成長の数理モデル

細胞を最大半径が rmaxの球体とし，i番目の細胞の半径を riとすると細胞の半径 riは以下
の数理モデルによって成長するものとする：

d

dt
ri = kr(rmax − ri)ri. (3.1)

ただし，krは成長率である．
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3.2 細胞移動の数理モデル

排除体積により細胞が押し上げられる様子を表現するため，レナード・ジョーンズ型ポテ
ンシャル関数を用いた以下の運動方程式を考える：

miẍi(t) =
∑
j∈Λi

4εmK

‖xi − xj‖

((
ri + rj
‖xi − xj‖

)12

−
(

ri + rj
‖xi − xj‖

)6
)

xi − xj

‖xi − xj‖ − μẋi(t) (3.2)

ただし

K =

⎛
⎜⎝ kx 0 0

0 ky 0

0 0 kz

⎞
⎟⎠

であり，xj(t)(j = 1, · · · , N)は細胞の質点，miは細胞 iの質量，Λiは細胞 iに隣接する細胞
の集合を表す．ここで，細胞は小さくその運動は非常に遅いため，慣性項は無視できるほど
小さいと考えられるため，慣性項を無視した次の運動方程式によって細胞移動の数理モデル
とする：

μẋi(t) =
∑
j∈Λi

4εmK

‖xi − xj‖

((
ri + rj
‖xi − xj‖

)12

−
(

ri + rj
‖xi − xj‖

)6
)

xi − xj

‖xi − xj‖ . (3.3)

3.3 状態変数の数理モデル

細胞分化につていは，個々の細胞に状態変数値を持たせることで細胞の分化を特徴づける
ことを考える．

3.3.1 有棘細胞，顆粒細胞の状態変数モデル

Ski を細胞 iの状態変数とすると，数理モデルは次のように記述される：

d

dt
Ski(t) = εSk

(S0 + αk(ci − c̄)), Ski(t0) = 0. (3.4)

ただし，εSk
：状態変数変化率，S0：細胞外Ca2+濃度による状態変数変化率，αk：細胞質内

Ca2+濃度による状態変数変化率，ci：細胞 iの細胞質内 Ca2+濃度，c̄：Ca2+濃度の定常解
である．
数値計算によって Ski の値を求め，細胞の状態を次のように決定する．

• 0 ≤ Ski < Ssならば有棘細胞

• Ss ≤ Ski < Scならば顆粒細胞

• Ski = Scで角化

そしてこの Ski の値に応じてATP感受性やGJ発現率，細胞の興奮性を決定する．
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3.3.2 角質細胞の状態変数モデル

寿命を迎えて死んだ細胞である角質細胞は，脱核しており抜け殻のような細胞であるため
細胞質内 Ca2+濃度を考えていない．よって角質細胞の状態変数モデルは有棘細胞，顆粒細
胞の状態変数モデルの細胞質内Ca2+濃度に依存した項を取り除いた形で表す．つまり Skiを
用いて次のように記述される：

d

dt
Ski(t) = εSk

S0. (3.5)

顆粒細胞において Ski = Scで角化するとしているため

• Sc ≤ Ski < Sz ならば角質細胞

• Ski = Sz で表皮から剥離

とする．

3.3.3 基底細胞の状態変数モデル

表皮の最下層である基底層の基底細胞は他の細胞と区別するめ，φbi を基底細胞 iの状態変
数とする．数理モデルを次のように記述する：

d

dt
φbi(t) = εφb

(S0 + αb(ci − c̄)), φbi(t0) = 0. (3.6)

ただし，εφb
：状態変数変化率，αb：細胞質内Ca2+濃度による状態変数変化率，ci：細胞 i内

の Ca2+濃度，c̄ ：Ca2+濃度の定常解である．
基底層では細胞分裂するため，状態変数が φbi(t) = Sdivとなったら細胞分裂すると仮定す

る．分裂後の二つの細胞の状態変数値 φbi(t) = 0.0とする．実験結果から基底細胞のATP感
受性などは有棘細胞と同じと考えられるため，基底細胞のATP感受性，GJ発現度，Ca2+興
奮性の値は有棘細胞と同じ値とする．従って基底細胞がとる値は

Kpa(φb) = ks, In(φb) = 0.0, τh(φb) = τs

である．

3.4 基底細胞の細胞分裂

表皮基底細胞の細胞分裂機構は完全に解明されたわけではない．[7]によると基底層を構成
する細胞には際限なく分裂できる基底幹細胞と有限な回数だけ分裂できる一時的増幅細胞が
あり，この一時的増幅細胞が分化していくことで表皮を形成することが示唆されている [7]．
この数理モデルでは，一時的増殖細胞のことを娘幹細胞と呼び，次の仮定をして数値計算を
行う．

1. 基底層は基底幹細胞と娘幹細胞で構成されるとし，分裂方向は水平方向のみとする．こ
のとき基底幹細胞は非対称分裂，娘幹細胞は対称分裂を行なう．

ここで述べている対称分裂とは，基底細胞が自己と同じ特性を受け継ぐ細胞を複製すること
をさし，非対称分裂とは，異なる特性の細胞を生み出すことを意味する (図 3.1)．
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分裂前

幹細胞

分裂後

幹細胞
娘幹細胞

分裂前

娘幹細胞

分裂後

娘幹細胞

娘幹細胞

非対称分裂

対称分裂

娘幹細胞 幹細胞

図 3.1: 基底細胞の分裂に対する仮定

3.4.1 細胞分裂の仮定

細胞分裂に関して次の仮定を用いる．

• 基底層は一層とし，無限回分裂可能な基底幹細胞と有限回分裂可能な娘幹細胞により構
成されている．

• 基底細胞の状態変数値 φbiが φbi = Sdiv となると真皮に対して水平方向に分裂する．

• 基底幹細胞が分裂するときは非対称分裂により基底幹細胞と娘幹細胞になる，娘幹細胞
が分裂するときは対称分裂により２つの娘幹細胞になる．

• 分裂後の基底細胞の Ca2+濃度や IP3濃度は分裂前の基底細胞の濃度を引き継ぐ．

• 分裂後の基底細胞の状態変数値はともに 0.0である．

• 分裂後の基底細胞の細胞半径は分裂前の細胞の 1

2
とする．

表皮構造を保つため為には表皮表面から角質細胞が垢となって剥がれていくため，常に基底
層から細胞が供給される必要がある．娘幹細胞は有限回しか分裂できないと仮定しているた
め，基底層には常に基底幹細胞がいる必要がある．[7]によると，表皮における基底幹細胞の
性質は基底膜との接触によって維持されているのではないかと考えられているため基底幹細
胞は常に基底層にとどまっている必要がある．そこで本数理モデルでもこの考え方にそって
細胞分裂の数理モデルを構築する．基底膜とは真皮と基底層の間に存在する膜であるが，本
研究では基底膜を考えていないため真皮と基底幹細胞との接触を考える．

3.4.2 細胞分裂後の位置座標

分裂前の基底細胞の位置座標をx = (x, y, z)とし，分裂後の座標をx1 = (x1, y1, z1)，x2 =

(x2, y2, z2)とすると，x1，x2は⎛
⎜⎝ x1

y1

z1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ x

y

z

⎞
⎟⎠+

r

2

⎛
⎜⎝ ex

ey

ez

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝ x2

y2

z2

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ x

y

z

⎞
⎟⎠− r

2

⎛
⎜⎝ ex

ey

ez

⎞
⎟⎠

(3.7)

と書き表せる．ただし，r：分裂前の細胞の半径，(ex, ey, ez)：単位ベクトルである．
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3.4.3 基底幹細胞と真皮の接着

上述したように，基底幹細胞は基底層にとどまる必要がある．今回のモデルでは基底膜を
定義していないため，基底幹細胞は真皮と接着していると考える．実際の真皮は構成要素が
膠原繊維であるため表皮のように細胞が積み重なり層構造をなしているわけではないが，本
数理モデルでは半径 rpの球を密に配置することで真皮を表現している．よって基底幹細胞は
最も近い真皮質点とバネでつながることで，常に基底層にとどまっていると考えて以下の数
理モデルを定義する：

ẋi(t) = −k (||xi − xp|| − (ri + rp))
xi − xp

||xi − xp|| (3.8)

ただし，xi：基底幹細胞 iの座標，ri：基底幹細胞 iの半径， xp：細胞 iに一番近い真皮の位
置座標，rp：真皮の半径，k：ばね定数である．

4 数値計算
4.1 計算領域

表皮形成で見られるダイナミクスを捉えるため，空間 3 次元の計算領域 Ω = [0, Lx] ×
[0, Ly]× [0, Lz]で数値計算を行う（図 4.1）．ただし本章及び本章以降ではLx = 50，Ly = 50，
Lz = 100としている．そして細胞の質点の座標xをx = (x, y, z)とし，球体による粒子シミュ
レーションを行う．ただし細胞外 ATP濃度 A，細胞外刺激物質 Bの境界条件は z方向は斉
次ノイマン境界条件，xy方向は周期境界条件とした．また細胞は xy方向は周期境界条件と
し，基底層以下に位置固定の真皮細胞を置き壁の役割をさせている（図 4.1)．そして真皮細
胞と相互作用するような表皮細胞を基底細胞とし，基底細胞は一層となるようなパラメータ
を選んだ．また真皮から一定の距離以上離れた基底細胞は表皮細胞になり．状態変数の更新
を始めるとした．

計算領域

可視化領域

角質細胞

表皮細胞

基底細胞

　真皮

図 4.1: 左図は 3次元空間での細胞配置図であり，右図は計算領域と可視化領域を示したもの．
左図は計算領域内にある全ての細胞を表示している．左図における白い球が角質細胞，青い
球が表皮細胞，緑色の球が基底細胞，赤色の球が真皮である．角質細胞と基底細胞の色は各々
固定するが，表皮細胞は細胞内 Ca2+濃度に応じて色が変化するものとする．
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4.1.1 局在化の再現

数値計算パラメータ
細胞運動のパラメータ：kr = 0.05，rmax = 1.4，εm = 0.01，kx = 1.0，ky = 1.0，kz = 1.0，
μ = 1.0，εSk

= 0.05，S0 = 0.122，αk = 1.0，Ss = 9.0，Sc = 22.0，Sz = 31.3，ζ = 4.0，
εSb

= 0.1，αb = 5.0，dB = 0.0009，Kb = 0.03，Sk1 = 21.5，Sk2 = 22.6，σ1 = 0.01，
σ2 = 0.05．
Ca2+ ダイナミクス：dA = 1.0，dP = 0.9，dc = 0.03，Ss = 9.0，δI = 1.5 KF = 8.1，
μ0 = 0.567，μ1 = 0.433，kμ = 4.0，α0 = 0.11，γ = 2.0，Kγ = 0.1，β = 0.02，K2 = 0.7，
Kaa = 0.2，Kbc = 1.0, Hb = 0.01, wd = 0.1，εw2，ma1 = ma2 = 1,mb1 = mb1 = ２，
H0 = 0.5，Kpp = 0.3，Kac = 0.02，cc = 0.25，mc1 = 2，mc2 = 2，I0 = 1.0，r = 1.0，
kg = 6.0，ks = 4.0，δk = 1.0，δI = 1.5，τg = 1.0，τs = 0.2，δτ = 1.0

図 4.2は幹細胞を 16個，娘幹細胞の分裂回数を 10回としたときの数値計算結果である．
Ca2+局在化が維持されていることが数値計算結果から見て取れる (図 4.2)．さらに，このモ
デルを用いて空気暴露シミュレーションを行うと早期回復現象が再現されることもわかる [8]

t = 0.0 t = 1000.0 t = 2000.0 t = 3000.0 t = 4000.0

t = 5000.0 t = 6000.0 t = 7000.0 t = 8000.0 t = 9000.0

図 4.2: 局在化の再現．幹細胞 16個，娘幹細胞の分裂可能回数 10回の数値計算結果．　

5 まとめ
表皮バリア機能の数理的取り扱いを可能とするために，Ca2+ダイナミクスを考慮した表皮

構造の数理モデルを構築した．この数理モデルの応用として表皮バリア機能の恒常性の理論
的な取り扱いが可能となる．この数理モデルでは「角層の恒常性」と「細胞間脂質の恒常性」
を数値的に定義することができ，これらの定義から表皮バリア機能の恒常性を定義すること
ができる．このとき，Ca2+局在化が起こることで角層の恒常性が維持されることがわかり，
Ca2+局在化がバリア機能の恒常性にとって重要な要因となっていることが示唆されている．
今後は，皮膚疾患の発生機構を理解するために，皮膚疾患の病態を再現することを可能とす
る真皮形状の変化を伴う表皮構造モデルの構築を行いたい．
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Applications of Cellular Automata for Pedestrian Dynamics

,

Daichi YANAGISAWA,

Department of Aeronautics and Astronautics,

School of Engineering, The University of Tokyo

Abstract

Cellular automata (CA) has been applied to many simulations of pedestrian dynamics since it

enables us to introduce excluded-volume effect into models and achieve fast calculation. In this

paper, we study CA models for egress and queuing processes. We have elucidated that density and

motivation for egress of pedestrians greatly affect pedestrian flow. Furthermore, we have succeeded

to investigate the effect of closing up a queue on waiting time.

1

(Cellular Automaton, (CA))

[1]

CA 1 2

1 1 0

1 0 1 1

1. 0 1 3

1

2. 1 1 1 4

0

3.
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概 要
特異性のある解を持つソリトン方程式に対する自己適合移動格子スキームの構成法

について解説する．例として Hunter-Saxton方程式の自己適合移動格子スキームを構
成する．ホドグラフ変換の離散化，保存則の離散化が自己適合移動格子スキームにおけ
るメッシュの自動調節の鍵となることを示す．

Abstract

In this article, we show how to construct self-adaptive moving mesh schemes for soliton
equations which have singularities in their solutions. As an example, we construct
a self-adaptive moving mesh scheme of the Hunter-Saxton equation. It is shown
that keys of self-adaptive moving mesh are discrete hodograph transformations and
discrete conservation laws.

1 はじめに
最近，Camassa-Holm方程式や短パルス方程式などの特異性がある解を持つソリトン方程
式の可積分性を保存する離散化として，急激に変位が変化する領域で格子間隔が自動的に
調節される差分スキームが得られた．これは『自己適合移動格子スキーム』（self-adaptive

moving mesh scheme）と呼ばれ，数値計算法としても強力であることがいくつかの方程式
で示されている [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]．

－39－



本稿では，一例としてHunter-Saxton方程式

wtxx − 2κ2wx + 2wxwxx + wwxxx = 0 (1)

を用いて，自己適合移動格子スキームの構成法とその数理的性質について解説する．この
方程式はmassiveネマチック液晶の弱非線形波動を記述するモデルであり，可積分系である
ことが知られている [8, 9, 10, 11]. 可積分系理論からみたHunter-Saxton方程式の数理構造
については文献 [12]に詳しい解説がある．第二項−2κ2wx はスケール変換 t′ = κt, x′ = κx

により第二項の κ2は 1に規格化できる.

方程式 (1)はCamassa-Holm方程式 [13]

wt + 2κ2wx − wtxx + 3wwx = 2wxwxx + wwxxx (2)

の短波長極限としても得られる．論文 [14, 15, 16]に従って，新しい変数

t̃ = εt , x̃ = ε−1x

を導入する．ここで εは微小量である. 今，wi (i = 0, 1, · · · ) は t̃と x̃の関数として，wが
w = ε2(w0 + εw1 + · · · ) と書けるとする．εの最低次で

w0,t̃x̃x̃ − 2κ2w0,x̃ + 2w0,x̃w0,x̃x̃ + w0w0,x̃x̃x̃ = 0 (3)

が得られる．これはHunter-Saxton方程式 (1)である．この事実を利用して，松野はCamassa-

Holm方程式のN -ソリトン解の短波長極限をとることで，(1)のN -ソリトン解（頂点がと
がっているのでカスプ・ソリトンと呼ばれる）を得た [17, 18].

Hunter-Saxton方程式の可積分性を保存する離散化については，著者らの論文 [3]におい
てなされたが，その後，自己適合移動格子スキームの研究が大きく進展したので論文には
書かれていない事実も多い．そこで，本稿ではその後の研究の進展を取り込み解説する．

2 Hunter-Saxton方程式とホドグラフ変換
本稿では，Hunter-Saxton方程式

wtxx − 2wx + 2wxwxx + wwxxx = 0 (4)

を考える. これは
(∂t + w∂x)(1− wxx) = −2wx(1− wxx) (5)

と書くこともできる. この方程式はCamassa-Holm方程式の短波長極限で導出できる．
sinh-Gordon方程式（A(1)

1 型二次元戸田格子）

1

2
(ln ρ)XT =

ρ

2
− 2

ρ
(6)
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はホドグラフ変換

x =

∫
w(X, T )dT =

∫
ρ(X,T )dX = X0 +

∫ X

ρ(X̃, T )dX̃ , t = T (7)

によってHunter-Saxton方程式に変換できることを示そう. ここでX0は左側の境界から決
まる値であり，左側境界では wは 0となるとする. 左側が無限境界の場合にはX0 = 0と
する. このホドグラフ変換は逆変換可能であるが，逆変換可能なホドグラフ変換のことを
Reciprocal変換と呼ぶ場合もある．ホドグラフ変換とは，従属変数と独立変数を入れ替える
変換であり，流体力学で複雑な流れを解析するのに応用されている．ここではそれを拡張
したものを考えている．流体力学でのホドグラフ変換の応用については文献 [19]に詳しい．
ホドグラフ変換とソリトン，微分幾何学との関係についての文献は [20, 21, 22, 23, 24, 25]

などがある.

ホドグラフ変換より
∂x

∂X
=

∫ T ∂w

∂X
dT ′ = ρ ,

∂x

∂T
= w (8)

となり, 微分則 ⎧⎪⎨
⎪⎩

∂

∂X
= ρ

∂

∂x
,

∂

∂T
=
∂

∂t
+ w

∂

∂x
,

(9)

が与えられる．(8)より
ρT = wX (10)

であるから
(ln ρ)T =

wX

ρ
(11)

であることがわかる. 方程式 (10)は保存則であり, ρは保存密度である. ホドグラフ変換と
保存則には密接な関係があり，このことが自己適合移動格子スキームの鍵となる．方程式
(6)を

4

ρ2
= 1− 1

ρ
(ln ρ)XT (12)

と変形し，(11)を用いると
4

ρ2
= 1− 1

ρ

(
wX

ρ

)
X

(13)

となる. (11)と (13)にホドグラフ変換 (7)（すなわち微分則 (9)）を適用すれば

(∂t + w∂x) ln ρ = wx , (14)

4

ρ2
= 1− wxx , (15)

となる．この方程式系は
(∂t + w∂x) ln(1− wxx) = −2wx (16)
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と一本の方程式として書くことができ，これを整理するとHunter-Saxton方程式

(∂t + w∂x)(1− wxx) = −2wx(1− wxx) (17)

になる．ホドグラフ変換 (7)は逆変換可能であるから，これを逆にたどればHS方程式から
sinh-Gordon方程式 (6)を導くことができる．以上のことから，HS方程式は sinh-Gordon方
程式 (6)とその保存則 (10) とホドグラフ変換 (7)の組と等価であると言える：

sinh-Gordon方程式:
1

2
(ln ρ)XT =

ρ

2
− 2

ρ
, (18)

保存則: ρT = wX , (19)

ホドグラフ変換: x =

∫
w(X,T )dT = X0 +

∫ X

ρ(X̃, T )dX̃ , t = T . (20)

�

Hunter-Saxton方程式: (∂t + w∂x)(1− wxx) = −2wx(1− wxx) . (21)

今, (10)と (13)において

w = −2(ln f)TT , ρ = 2− 2(ln f)XT = 2
g2

f 2
(22)

とおくと，双線形線形方程式 (
1

2
DXDT − 1

)
f · f + g2 = 0 , (23)(

1

2
DXDT − 1

)
g · g + f 2 = 0 , (24)

が導かれる. ここで，DXとDT はDm
Xf · g = (∂X − ∂X′)mf(X)g(X ′)|X′=X で定義される広

田演算子である．この双線形方程式は２次元戸田格子の双線形方程式(
1

2
DXDT − 1

)
τn · τn + τn+1τn−1 = 0 (25)

に 2周期性
τn+2 = γτn

を課し
f = τ0 , g = τ1

と置くことによって得られる. N -ソリトン解は以下で与えられる [3]：

f = det(ψ
(j−1)
i )1≤i,j≤N , g = det(ψ

(j)
i )1≤i,j≤N , (26)

ψ
(j)
i = pj2i−1e

p2i−1X+p−1
2i−1T+θ2i−1,0 + (−p2i−1)

je−p2i−1X−p−1
2i−1T+θ2i,0 .
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2.1 Hunter-Saxton方程式の自己適合移動格子スキーム
Hunter-Saxton方程式 (4)の（空間）離散化法について以下に解説する．論文 [7]におい
て双線形形式を用いた離散化法と Laxペアを用いた離散化法が提案されているが，本稿で
は双線形形式を用いた離散化法を用いる．
双線形形式を用いた離散化

• ステップ１: Hunter-Saxton方程式 (4)をホドグラフ変換 (7)によって sinh-Gordon方
程式 (10), (13)に変換する．

• ステップ 2: sinh-Gordon方程式 (10), (13) を双線形方程式に変換する．

• ステップ３: sinh-Gordon方程式の双線形方程式を（空間）離散化する．

• ステップ４: (空間) 離散化された双線形方程式から半離散 sinh-Gordon方程式を作る．

• ステップ５: ホドグラフ変換を離散化し，離散ホドグラフ変換を用いて離散 sinh-

Gordon方程式を変換すると，半離散Hunter-Saxton方程式，すなわちHunter-Saxton

方程式の自己適合移動格子スキームが得られる．

連続の場合には HS方程式は sinh-Gordon方程式 (6)とその保存則 (10) とホドグラフ変
換 (7)の組と等価であったが，空間離散の場合にも同様の関係が成立する．
以下に，Hunter-Saxton方程式の自己適合移動格子スキームの具体的な構築手順の詳細を
示す．
方法１:

ステップ１: Hunter-Saxton方程式 (4)をホドグラフ変換 (7)によって sinh-Gordon方程式
(10), (13)に変換する．
ステップ２: sinh-Gordon方程式 (10), (13) は従属変数変換

w = −2(ln f)TT , ρ = 2− 2(ln f)XT = 2
g2

f 2
(27)

により双線形方程式 (
1

2
DXDT − 1

)
f · f + g2 = 0 , (28)(

1

2
DXDT − 1

)
g · g + f 2 = 0 , (29)

に変換される．
ステップ３: 双線形方程式 (28)，(29)の変数Xを離散化する:(

1

a
DT − 1

)
fk+1 · fk + gk+1gk = 0 , (30)(

1

a
DT − 1

)
gk+1 · gk + fk+1fk = 0 . (31)
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ステップ４: 従属変数変換

wk = −2(ln fk)TT , (32)

ρk = 2− 2

a

(
ln
fk+1

fk

)
T

= 2
gk+1gk
fk+1fk

, (33)

を考える．これは (27)の離散版である．双線形方程式 (30)，(31)を

− 1

a

(
ln
fk+1

fk

)
T

=
gk+1gk
fk+1fk

− 1 , (34)

− 1

a

(
ln
gk+1

gk

)
T

=
fk+1fk
gk+1gk

− 1 , (35)

と変形し，(34)を T に関して微分すると

∂Tρk =
wk+1 − wk

a
(36)

が得られる．これより
∂T (ln ρk) =

wk+1 − wk

aρk
(37)

が得られる. 方程式 (36)は離散版の保存則であり ρkは保存密度である. (34)から (35) を引
くと

−1

a

(
ln
fk+1gk
fkgk+1

)
T

=
gk+1gk
fk+1fk

− fk+1fk
gk+1gk

(38)

が得られる. この式の kを k − 1にシフトすると

−1

a

(
ln
fkgk−1

fk−1gk

)
T

=
gkgk−1

fkfk−1

− fkfk−1

gkgk−1

(39)

が得られる．(38)と (39)を足すと

−1

a
(∂T (ln ρk−1)− ∂T (ln ρk)) = ρk

2
− 2

ρk
+
ρk−1

2
− 2

ρk−1

(40)

が得られる. これは半離散 sinh-Gordon方程式である. (37)を用いると

− 1

a2

(
wk − wk−1

ρk−1

− wk+1 − wk

ρk

)
=
ρk
2
− 2

ρk
+
ρk−1

2
− 2

ρk−1

(41)

となる.

ステップ５: ホドグラフ変換 (7)の変数Xに関する離散化を考える:

xk =

∫
wkdT = X0 +

k−1∑
j=0

aρj , t = T . (42)

ここで x0 = X0 であり，左側境界の座標である. また，wk ≡ w(Xk, T )は時刻 T，位置
Xk = X0 + akでのwの値を意味する．今，格子間隔

δk = xk+1 − xk (43)

－44－



を導入すると，離散ホドグラフ変換より格子間隔は関係式

δk = aρk (44)

を満たすことがわかる．よって，半離散 sinh-Gordon方程式 (40), (36)は離散ホドグラフ変
換 (42)によって自己適合移動格子スキーム

∂T δk = wk+1 − wk , (45)(
wk+1 − wk

δk
− wk − wk−1

δk−1

)
=
δk
2
− 2a2

δk
+
δk−1

2
− 2a2

δk−1

, (46)

に変換される．格子間隔 δkは格子点 xkと δk = xk+1− xkの関係にあるが，この関係式は離
散ホドグラフ変換

xk = X0 +
k−1∑
j=0

δj (47)

に起因している．点の集合 {(xk, wk)}k=0,1,···は半離散Hunter-Saxton方程式の解を与える．
離散ホドグラフ変換は離散的空間におけるオイラー的記述とラグランジュ的記述の間の変換
であると解釈することができる [5]．数値計算をするには，メッシュの格子間隔 δk を (leapfrog

法など適当な時間発展の数値解法を用いて) 方程式 (45)によって計算し，新しく生成され
たメッシュを用いて方程式 (46)によってwkを計算すればよい．格子点 xkは離散ホドグラ
フ変換 (47)で計算する. 方程式 (46)は代数方程式であるので，wkを計算するには連立方程
式を計算することになる.

離散ホドグラフ変換 (47)は微分–差分公式

Δ

ΔXk

=
Δ

a
=

Δxk
a

Δ

Δxk
= ρk

Δ

Δxk
= ρk

Δ

δk
, (48)

∂

∂T
=

∂

∂t
+
∂xk
∂T

∂

∂xk
=
∂

∂t
+

k−1∑
j=0

∂δj
∂T

∂

∂xk

=
∂

∂t
+

(
k−1∑
j=0

(wj+1 − wj)

)
∂

∂xk

=
∂

∂t
+ (wk − w0)

∂

∂xk

=
∂

∂t
+ wk

∂

∂xk
， (w0 = 0の場合) (49)

を与える．ここでΔは差分作用素Δ ≡ e∂k − 1であり，Δxk = xk+1−xk, Δwk = wk+1−wk

となる. また， Xk = X0 + akである．この微分–差分公式を方程式 (45), (46)に適用すると(
∂

∂t
+ wk

∂

∂xk

)
δk = wk+1 − wk , (50)

δk
a

Δ

Δxk

(
Δwk−1

Δxk−1

)
=
δk
2a
− 2a

δk
+
δk−1

2a
− 2a

δk−1

, (51)
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となる．(51)を

1− 2δk
δk + δk−1

Δ

Δxk

(
Δwk−1

Δxk−1

)
=

4a2

δkδk−1

(52)

と変形して，両辺の対数をとって T で微分すると

∂

∂T
ln

(
1− 2δk

δk + δk−1

Δ

Δxk

(
Δwk−1

Δxk−1

))
= − ∂

∂T
ln δk − ∂

∂T
ln δk−1 (53)

となる．これに (50)と (49)を用いると(
∂

∂t
+ wk

∂

∂xk

)
ln

(
1− 2δk

δk + δk−1

Δ

Δxk

(
Δwk−1

Δxk−1

))

= −wk+1 − wk

δk
− wk − wk−1

δk−1

(54)

が得られる. 右辺を書きかえると(
∂

∂t
+ wk

∂

∂xk

)
ln

(
1− 2δk

δk + δk−1

Δ

Δxk

(
Δwk−1

Δxk−1

))
=

Δwk

Δxk
+

Δwk−1

Δxk−1

(55)

となり，これは連続極限 δk = Δxk → 0でHunter-Saxton方程式 (5)になる．

Remark 1: 方程式 (45)は格子間隔 δkの発展を記述する．これは保存則 (10)の空間離散版
に他ならず，格子間隔 δkは保存密度に対応している．つまり，メッシュの格子間隔 δkは時
間連続・空間離散の保存則に従う．空間離散の保存則より，自己適合移動格子スキームは
以下の性質を持つことがわかる:

(i) wk+1 − wk < 0が成り立つ時，すなわち，流束−wkと−wk+1の間の傾き (差分商) が正
の時，保存密度は減少するので，格子間隔 δkは減少する．
(ii) wk+1−wk > 0が成り立つ時，すなわち流束−wkと−wk+1の間の傾き (差分商) が負の
時，保存密度は増大するので，格子間隔は増大する．
このことから，このスキームは与えられたデータ {xk, wk} (k = 0, 1, 2, · · · , N)に対してメッ
シュの格子間隔を自動的に調節していくことがわかる．自己適合移動格子スキームにおけ
るメッシュの自動調節の鍵は，メッシュの格子間隔が保存則の保存密度になっていること
にある．これは，連続系におけるホドグラフ変換と保存則の関係がそのまま離散に持ち込
まれた結果である．連続系においては，ホドグラフ変換は方程式の背後に隠れており見え
ないが，離散系ではメッシュの格子点を与える式として表に現れる．
Remark 2: 左側境界が無限の場合には，(42)は

x =

∫ X

−∞
ρ(X̃, T )dX̃ ⇒ xk =

k−1∑
j=−∞

aρj (56)
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となる. この時，(49)は

∂

∂T
=

∂

∂t
+
∂xk
∂T

∂

∂xk
=
∂

∂t
+

k−1∑
j=−∞

∂δj
∂T

∂

∂xk

=
∂

∂t
+

(
k−1∑

j=−∞
(wj+1 − wj)

)
∂

∂xk

=
∂

∂t
− wk

∂

∂xk
(57)

となる.

Remark 3: 双線形方程式 (30)と (31) は 2次元戸田格子の Bäcklund変換の双線形方程式(
1

a
DT − 1

)
τn(k + 1) · τn(k) + τn+1(k + 1)τn−1(k) = 0 (58)

に 2周期性
τn+2(k) = γτn(k)

を課し
fk = τ0(k) , gk = τ1(k)

と置くことによって得られる．N -ソリトン解は以下で与えられる [3]：

fk = det(ψ
(j−1)
i (k))1≤i,j≤N , gk = det(ψ

(j)
i (k))1≤i,j≤N , (59)

ψ
(j)
i (k) = pj2i−1(1− ap2i−1)

−kep
−1
2i−1T+θ2i−1,0 + (−p2i−1)

j(1 + ap2i−1)
−ke−p−1

2i−1T+θ2i,0 .

Remark 4: ホドグラフ変換の τ 関数表示は

x = 2X − 2(ln f)T (60)

であり,
∂x

∂T
= −2(ln f)TT = w (61)

となる. 離散ホドグラフ変換の τ 関数表示は，

xk = Xk − 2(ln fk)T (62)

であり，
∂xk
∂T

= −2(ln fk)TT = wk (63)

となる. ただし，有限区間の場合には f0 = 1とする.
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3 おわりに
特異性のある解を持つソリトン方程式の可積分性を保存する離散化を行い格子間隔が自

動的に調節される自己適合移動格子スキームをHunter-Saxton方程式を例にして解説した．
メッシュの格子間隔は保存密度になっており，そのことが自己適合移動格子スキームにお
けるメッシュの自動調節の鍵となっている．このことは，論文 [7]において短パルス方程式
および結合型短パルス方程式で示されたが，Hunter-Saxton方程式でも同様であることを本
稿で示した．
Camassa-Holm方程式はHunter-Saxton方程式の拡張と考えることができるので，Camassa-

Holm方程式の自己適合移動格子スキームについてもほぼ同様の議論が適用できる．Camassa-

Holm方程式の場合には，sinh-Gordon方程式の代わりに変形 sinh-Gordon方程式とするだ
けで，以降の議論はほぼ同じとなる．これについては別の機会に解説することにしたい．
本論文で提案した方法の適用範囲は空間１次元の可積分系に限定されているが，文献 [5]

で示されているように自己適合移動格子スキームは離散微分幾何学との深い関係もあり，そ
の関係を追求していくことで自己適合移動格子スキームの適用範囲をさらに拡大できる可
能性がある．
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溶解結晶模型の可積分構造
Integrable structure of melting crystal models

高崎金久 近畿大学理工学部
Kanehisa Takasaki

Faculty of Science and Engineering, Kinki University

概 要

溶解結晶模型の可積分構造に関する数年間の研究 [1, 2, 3, 4, 5]を紹介する．前
半では最も基本的な模型の場合に焦点を絞り，平面分割による分配函数の定義，対
角断面の方法による分配函数の書き換え，外部ポテンシャルによる変形，分配函数
のフェルミオン表示，1次元戸田階層のτ函数との関係を順次説明する．後半ではコ
ニフォルドに関連する模型やオービフォルド版模型についての最近の結果を説明す
る．これらの模型の分配函数は 2次元戸田階層のτ函数と関係する．対応するラッ
クス作用素は因子分解された特殊な形をもち，Ablowitz-Ladik（相対論的戸田）階
層など，2次元戸田階層に埋め込まれた可積分階層の解であることがわかる．

1 溶解結晶模型
溶解結晶模型 [6, 7]は xyz 空間の第１象限を占める結晶の角が溶解する状況（現実の

物理系を想定しているわけではない）を平衡統計力学系として定式化したものである．結
晶は単位立方体からなり，第１象限における補集合が３次元ヤング図形の形をしている
とする（図 1）．このような 3次元ヤング図形を整数データで表現するために平面分割
[8, 9, 10]を用いる．
通常の意味の分割（整数分割）は

λ = (λi)∞i=1 = (λ1 λ2 · · · ), λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0

補集合
←→

図 1: 角の溶けた結晶（左）と 3次元ヤング図形（右）
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という形の単調減少非負整数列（0と異なる要素は高々有限個）である．このような分割
λ には i 番目の行が λi 個の単位正方形からなるヤング図形が対応する．要素の総和

|λ| =
∞∑
i=1

λi

はヤング図形の面積である．
平面分割はこのような 1次元的配列を 2次元化したもの

π = (πij)∞i,j=1 =

⎛
⎜⎝

π11 π12 · · ·
π21 π22 · · ·
...

...
. . .

⎞
⎟⎠

であり，その要素は 2方向に単調減少するという条件

πij ≥ πi,j+1≥
πi+1,j

を満たす．ここでも 0と異なる要素は高々有限個である．このような平面分割 π に対し
て，xy 平面上の (i, j) 番目のます目 [i− 1, i]× [j − 1, j] の上に高さ πij の単位立方体の
柱を積めば，３次元ヤング図形ができる（図 2）．πij の総和

|π| =
∞∑

i,j=1

πij

は 3次元ヤング図形の体積を与える．
これ以降は，分割 λ，整数分割 π とそれが表すヤング図形，3次元ヤング図形を同一

視して，「ヤング図形 λ」，「3次元ヤング図形 π」という言い方をすることにしよう．
3次元ヤング図形 π （あるいはその補集合である結晶）のボルツマン重みを q|π| (0 <

q < 1) と定める．平面分割全体の集合 PP にわたるこの重みの総和

Z =
∑

π∈PP
q|π|

として溶解結晶模型の分配函数が定義される．この分配函数は対角断面（diagonal slicing）
の方法によって計算できる [6, 11]．

π =

⎛
⎜⎝ 3 2 2

3 2 1
1 1 1

⎞
⎟⎠

図 2: 平面分割の定める 3次元ヤング図形
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2 対角断面の方法
2.1 対角断面

平面分割 π = (πij)∞i,j=1 に対してm 番目（m ∈ Z）の対角断面 π(m) を

π(m) =

⎧⎨
⎩(πi,i+m)∞i=1 if m ≥ 0,

(πj−m,j)∞j=1 if m < 0

と定義する．これらは１次元的な分割であり，ヤング図形に対応する．幾何学的には，
π(m) は y = x + m という平面による３次元ヤング図形の断面（slice）を表す（図 3）．

2.2 ヤング図形の成長列と半標準盤

対角断面を用いて，3次元ヤング図形 π を主対角断面 λ = π(0)とその上の 1対のヤン
グ盤 T, T ′ からなる 3つ組 (λ, T, T ′) にコーディングする．
まず，主各断面の左側の対角断面列

π≤0 = {π(−m)}∞m=0

と右側の対角断面列

π≥0 = {π(m)}∞m=0

に注目する．これらは ∅ から λ に至るヤング図形の成長列

∅ ⊆ · · · ⊆ π(−n) ⊆ π(−n + 1)) ⊆ · · · ⊆ λ,

∅ ⊆ · · · ⊆ π(n) ⊆ π(n − 1) ⊆ · · · ⊆ λ

を定める．実際には，隣り合った対角断面は単なる包含関係よりも強い条件

π(−n) ≺ π(−n + 1), π(n − 1) 	 π(n) (n = 1, 2, · · · )

を満たしている．	 は交錯関係（interlacing relation）[6, 11] と呼ばれるもので，一般
に λ = (λi)∞i=1 と μ = (μi)∞i=1 に対して

λ 	 μ ⇐⇒ λ1 ≥ μ1 ≥ λ2 ≥ μ2 ≥ · · ·

�� � ����� � �

図 3: 3次元ヤング図形の対角断面
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図 4: 3次元ヤング図形から決まる３つ組 (λ, T, T ′)

と定義される．歪ヤング図形 λ/μ（λ, μ の定める 2つのヤング図形の差集合）を横 1行
のヤング図形に分けて考えれば，λ 	 μ はこれらの 1行ヤング図形の水平の辺が互いに
重ならない（すなわち，いわゆる boundary strip[10]をなす）という条件と同値である．
逆に，このような交錯関係にあるヤング図形の成長列から 3次元ヤング図形が復元でき
るので，3次元ヤング図形 π はヤング図形 λ とヤング図形の成長列 π≤0, π≥0 からなる
３つ組 (λ, π≤0, π≥0) に 1対 1対応する．
次に，ヤング図形の成長列からヤング図形 λ 上のヤング盤 T, T ′ を定める．T, T ′ はヤ

ング図形 λ の各箱に正整数を書き込んだ一種の表

T = {T (i, j)}(i,j)∈λ, T ′ = {T ′(i, j)}(i,j)∈λ

であり，

T (i, j) = n ⇐⇒ (i, j) ∈ π(−n + 1)/π(−n),

T ′(i, j) = n ⇐⇒ (i, j) ∈ π(n − 1)/π(n),

すなわちが歪ヤング図形 π(±n ∓ 1))/π(±n) に属する箱に対して n を書き込むことに
よって得られる（図 4）．T, T ′ は次の条件を満たす半標準盤（通常とは増減が逆だが [10]）
になる：

T (i, j) ≥ T (i, j + 1)

>

T (i + 1, j)

T ′(i, j) ≥ T ′(i, j + 1)

>

T ′(i + 1, j)

これは隣り合う対角断面の交錯関係からの帰結である．逆に，λ 型の任意の半標準盤の
対 T, T ′ から，λ を主対角断面とする平面分割が復元できる．こうして，平面分割 π は
(λ, T, T ′) という３つ組と１対１対応する．
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2.3 分配函数を３つ組 (λ, T, T ′) に関する総和とみなす

平面分割 π のボルツマン重み q|π| は

q|π| = qT qT ′
,

qT =
∞∏

n=1

q(n−1/2)(|π(−(n−1))|−|π(−n)|),

qT ′
=

∞∏
n=1

q(n−1/2)(|π(n−1)|−|π(n)|)

というように因子分解される．したがって，分配函数は λ ∈ P に関する総和と λ 型半標
準盤全体の集合 T (λ) にわたる部分和に分解できる：

Z =
∑
λ∈P

⎛
⎝ ∑

T∈T (λ)

qT

⎞
⎠
⎛
⎝ ∑

T ′∈T (λ)

qT ′

⎞
⎠ .

ここに現れた T, T ′ に関する部分和は無限変数 x = (x1, x2, . . .) のシューア函数 sλ(x)
の特殊値である．シューア函数は

sλ(x) =
∑

T∈T (λ)

xT , xT =
∏

(i,j)∈λ

xT (i,j)

というヤング盤表示をもつ [10]．x を

q−ρ = (q1/2, q3/2, . . . , qn−1/2, . . .)

に特殊化したものはちょうど前述の部分和になる：∑
T∈T (λ)

qT =
∑

T ′∈T (λ)

qT ′
= sλ(q−ρ).

2.4 分配函数の最終的表示

T, T ′ に関する部分和が sλ(q−ρ) という形にまとまるので，分配函数はその 2乗を分割
全体の集合 P にわたって総和したもの

Z =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2

になる．これは一種のランダム分割模型である．要するに，対角断面の方法によってラ
ンダム平面分割模型である溶解結晶模型がランダム分割模型に帰着したのである．
この総和はシューア函数に対するコーシー等式 [10]

∑
λ∈P

sλ(x1, x2, . . .)sλ(y1, y2, . . .) =
∞∏

i,j=1

(1 − xiyj)−1

によって実行できて，次のような無限乗積表示が得られる（右辺の函数はMacMahon
函数と呼ばれる）．
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Z =
∞∏

i,j=1

(1 − qi+j−1)−1 =
∞∏

n=1

(1 − qn)−n

この結果はよく知られた分割の数え上げ母函数∑
λ∈P

q|λ| =
∞∏

n=1

(1 − qn)−1

に似ていて，無限積の各項のべき指数が −1 から −n に変わっただけ，と言えなくもな
いが，背後の仕組みはまったく異なる．

3 外部ポテンシャルによる変形
3.1 簡単な変形

正値パラメータ Q を導入して，Q|π(0)| という因子をボルツマン重みに乗じた分配函数

Z =
∑

π∈PP
q|π|Q|π(0)|

を考えることもできる．これは |π(0)| を外部ポテンシャル，log Q を結合定数とする模
型の変形とみなせる．対角断面の方法はこの場合にもそのまま適用できて，

Z =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2Q|λ| =
∞∏

n=1

(1 − Qqn)−n

という無限乗積表示が得られる．ここに現れた函数もMacMahon函数と呼ばれる．

3.2 外部ポテンシャルの系列

可積分階層に関係する変形を得るために，整数値の離散変数 s に依存するポテンシャ
ルの系列

Φk(λ, s) =
∞∑
i=1

qk(λi+s−i+1) −
∞∑
i=1

qk(−i+1), k = 1, 2, . . .

を考える．ただし，これは形式的表現（|q| > 1 では収束するが，これは分配函数の収束
域 |q| < 1 とは重ならない）であり，正確には総和を

Φk(λ, s) =
∞∑
i=1

(
qk(λi+s−i+1) − qk(s−i+1)

)
+

∞∑
i=1

qk(s−i+1) −
∞∑
i=1

qk(−i+1)

というように組み替えて解釈する．最初の総和は有限和になり，後の２つの総和の項は
有限個を除いて互いに打ち消し合う．最初の形式的表現の引き算項も，この解釈の仕方
も，後述するフェルミオンフォック空間上の作用素の正規順序に由来する．
こうして再定義された Φk(λ, s) は

Φk(λ, s) =
∞∑
i=1

(qk(λi+s−i+1) − qk(s−i+1)) +
1 − qks

1 − qk
qk

と表せる．s は戸田格子の格子座標の役割を果たす．
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3.3 変形された分配函数

結合定数の組 t = (t1, t2, . . .) を導入してポテンシャル Φk(λ, s) の線形結合

Φ(λ, s, t) =
∞∑

k=1

tkΦk(λ, s)

をつくり，それによって分配函数を次のように変形する [1, 2]．

Z(s, t) =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t)

Q|λ| も s に依存する形 Q|λ|+s(s+1)/2 に修正されたことに注意されたい．この分配函数が
1次元戸田階層と関係すること [1, 2]を説明するために，分配函数のフェルミオン表示を
用いる．

4 フェルミオン表示と可積分構造
4.1 フェルミオン演算子とフォック空間

分配函数をフェルミオン表示するために以下のものを用意する [1, 2, 6, 11, 12]．

• ２次元複素自由フェルミ場 ψ(z), ψ∗(z) のフーリエモードとして得られる生成消滅
演算子 ψn, ψ∗

n（n ∈ Z）の代数

ψmψ∗
n + ψ∗

nψn = δm+n,0,

ψmψn + ψnψm = ψ∗
mψ∗

n + ψ∗
nψ∗

m = 0

• フォック空間のチャージ s の部分空間における基底状態

〈s| = 〈−∞| · · ·ψ∗
s−1ψ

∗
s , |s〉 = ψ−sψ−s+1 · · · | −∞〉

と励起状態（分割 λ = (λ1, λ2, . . .) でラベル付けされる）

〈λ, s| = 〈−∞| · · ·ψ∗
λ2+s−1ψ

∗
λ1+s, |λ, s〉 = ψ−λ1−sψ−λ2−s+1 · · · | −∞〉

からなる正規直交系

• フェルミオン演算子の特別な 2次形式

L0 =
∑
n∈Z

n:ψ−nψ∗
n:, Hk =

∑
n∈Z

qkn:ψ−nψ∗
n:, Jk =

∑
n∈Z

:ψ−nψ∗
n+k:

ここで : : は 〈0|, |0〉 に関する正規順序を表す. すなわち，

:ψ−nψ∗
m: = ψ−nψ∗

m − 〈0|ψ−nψ∗
m|0〉

• 頂点作用素

Γ±(z) = exp

( ∞∑
k=1

zk

k
J±k

)
, Γ±(x1, x2, . . .) = Γ±(x1)Γ±(x2) · · · ,

Γ±(q−ρ) =
∞∏
i=1

Γ±(qi−1/2)
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4.2 分配函数のフェルミオン表示

L0, Hk, Jk, Γ±(z) のフォック空間への作用はチャージを保つ．L0, Hk は互いに可換で
|λ, s〉 を固有ベクトルにもち，

L0|λ, s〉 = (|λ| + s(s + 1)/2)|λ, s〉, Hk|λ, s〉 = Φk(λ, s)|λ, s〉

となる．これから分配函数のポテンシャル部分が

Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t) = 〈λ, s|QL0eH(t)|λ, s〉,

H(t) =
∞∑

k=1

tkHk,

と表せることがわかる．これを行列要素の言葉で言い換えれば

〈λ, s|QL0eH(t)|μ, s〉 = Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t)δλμ

となる．
他方，Jk はハイゼンベルグ代数の交換関係

[Jm, Jn] = mδm+n,0

を満たす．それから構成される多変数頂点作用素 Γ±(x) の行列要素は

〈μ, s|Γ+(x)|λ, s〉 = 〈λ, s|Γ−(x)|μ, s〉 = sλ/μ(x)

というように歪シューア函数になる [10, 12]．特に，ボルツマン重みの構成要素 sλ(q−ρ)
は

sλ(q−ρ) = 〈s|Γ+(q−ρ)|λ, s〉 = 〈λ, s|Γ−(q−ρ)|s〉

と表せる．
以上のことから，分配函数は

Z =
∑

λ,μ∈P
〈s|Γ+(q−ρ)|λ, s〉〈λ, s|QL0eH(t)|μ, s〉〈μ, s|Γ−(q−ρ)|s〉

と表せる．
∑

λ∈P |λ, s〉〈λ, s| と ∑
μ∈P |μ, s〉〈μ, s| はチャージ s の部分空間における 1 の

分解であるから，結局，次のような分配函数のフェルミオン表示が得られる [1, 2]．

Z(s, t) = 〈s|Γ+(q−ρ)QL0eH(t)Γ−(q−ρ)|s〉

これは一見，戸田階層のτ函数のフェルミオン表示 [13]に似ているが，構造はまったく
異なる．τ函数では Γ±(q−ρ) のところに時間変数に依存する作用素が現れるのに対して，
上の分配函数の表示では中央の QL0eH(t) = eH(t)QL0 が時間変数 t に依存する．
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4.3 1次元戸田階層のτ函数との関係

2重の添え字 k, m ∈ Z をもつフェルミオン演算子の 2次形式

V (k)
m = qk/2

∮
|z|=R

dz

2πi
zm:ψ(qk/2z)ψ∗(q−k/2z): = q−km/2

∑
n∈Z

qkn:ψm−nψ∗
n:

を考える．Hk, Jk はその一部として

Hk = V
(k)
0 , Jk = V

(0)
k

というように含まれている．V
(k)
m は

[V (k)
m , V (l)

n ] =

⎧⎨
⎩(q(lm−kn)/2 − q(kn−lm)/2)(V (k+l)

m+n − δm+n,0
qk+l

1−qk+l ) if k + l �= 0,

(q−k(m+n) − qk(m+n))V (0)
m+n + mδm+n,0 if k + l = 0.

という交換関係を満たして，量子トーラス代数の実現を与える．
さらに V

(k)
m は次の 2種類の代数的関係式も満たす．これらをシフト対称性という [1, 2]．

(i) k > 0, m ∈ Z に対して

Γ+(q−ρ)
(

V (k)
m − qkδm,0

1 − qk

)
Γ+(q−ρ)−1

= (−1)kΓ−(q−ρ)−1

(
V

(k)
m+k − qkδm+k,0

1 − qk

)
Γ−(q−ρ)

(ii) k, m ∈ Z に対して

qW0/2V (k)
m q−W0/2 = V (k−m)

m

ここで

W0 =
∑
n∈Z

n2:ψ−nψ∗
n:

このシフト対称性から Hk = V
(k)
0 と Jk = V

(0)
k を結ぶ関係式

(−1)kJk · qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2

= qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0

(
Hk − qk

1 − qk

)
Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2

= qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2 · (−1)kJ−k

が得られる．これを用いて Z(s, t) のフェルミオン表示の中央にある etkHk を作用素積の
左端や右端へ移動することができる．こうして次のような 1次元戸田階層のτ函数との
関係がわかる．
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定理 [1, 2] Z(s, t) は

g = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2

という生成作用素から得られる 1次元戸田階層のτ函数

τ(s, t) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g|s〉 = 〈s|g exp

( ∞∑
k=1

tkJ−k

)
|s〉

によって次のように表せる：

Z(s, t) = exp

( ∞∑
k=1

tkq
k

1 − qk

)
q−s(s+1)(2s+1)/6τ(s, ι(t)),

ι(t) = (−t1, t2,−t3, . . . , (−1)ktk, . . .)

注意 シフト対称性によって Z(s, t) を 2通りに書き換えられることから，τ(s, t) が上
に示した 2通りの表示をもつことがわかるが，実際には g 自体が

Jkg = gJ−k, k = 1, 2, · · · ,

という等式を満たすこともわかる．これもシフト対称性からの帰結である．一般に，こ
の等式（1次元戸田階層への簡約条件）のもとで，2次元戸田階層のτ函数のフェルミオ
ン表示 [13]

τ(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kJ−k

)
|s〉

は

τ(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

(tk − t̄k)Jk

)
g|s〉 = 〈s|g exp

( ∞∑
k=1

(tk − t̄k)Jk

)
|s〉

というように書き直されて，s と t− t̄ のみの函数 τ(s, t− t̄)，すなわち 1次元戸田階層
のτ函数に帰着する．

5 溶解結晶模型の変種
5.1 コニフォルドに関連する溶解結晶模型

位相的弦理論 [14]では，コニフォルド（resolved conifold）と呼ばれる 3次元カラビ・
ヤウ多様体に関連して，ボルツマン重みを

sλ(q−ρ)2 → sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)

（ tλ は λ の共役，すなわちヤング図形の転置を表す）というように置き換えた分配函数

Z ′ =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)Q|λ|
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も登場する [15]．この分配函数はもう１つのコーシー等式

∑
λ∈P

sλ(x1, x2, . . .)s tλ(y1, y2, . . .) =
∞∏

i,j=1

(1 + xiyj)

によって次のような無限乗積に書き直せる（すなわち，MacMahon函数の逆数になる）．

Z ′ =
∞∏

n=1

(1 + Qqn)n

可積分構造の考察対象となるのは，この分配函数を次のように 2系列の外部ポテンシャ
ル Φk(λ), k = 1, 2, . . ., Φ−k(λ), k = 1, 2, . . . によって変形したものである．

Z ′(s, t, t̄) =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t,t̄),

Φ(λ, s, t, t̄) =
∞∑

k=1

tkΦk(λ, s) +
∞∑

k=1

t̄kΦ−k(λ, s)

2系列のポテンシャルに対応して 2系列の結合定数 t = (t1, t2, · · · ), t̄ = (t̄1, t̄2, · · · ) を導
入した．これらの結合定数を時間変数として，この分配函数は２次元戸田階層のτ函数
と関係している．その証明にはやはりシフト対称性を利用する [3]．実際には，このτ函
数はAblowitz-Ladik階層（あるいはそれと同値な相対論的戸田階層）と関係している
ことがわかるが，その証明は Lax作用素の構造を調べることによって行われる [4]．

5.2 分配函数のフェルミオン表示

あらたに

Γ′
±(z) = exp

(
−

∞∑
k=1

(−z)k

k
J±k

)
= Γ±(−z)−1,

Γ′
±(x1, x2, · · · ) = Γ′

±(x1)Γ′
±(x2) · · · , Γ′

±(q−ρ) =
∞∏

n=1

Γ′
±(qn−1/2)

という頂点作用素を導入する [16]．その行列要素は

〈μ, s|Γ′
+(x)|λ, s〉 = 〈λ, s|Γ′

−(x)|λ, s〉 = s tλ/ tμ(x)

となる．これとすでに導入した Γ±(q−ρ) を組み合わせれば，分配函数 Z ′(s, t, t̄) に対し
て次のようなフェルミオン表示が得られる．
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Z ′(s, t, t̄) = 〈s|Γ+(q−ρ)QL0eH(t,t̄)Γ′
−(q−ρ)|s〉,

H(t, t̄) =
∞∑

k=1

tkHk +
∞∑

k=1

t̄kH−k

これを 2次元戸田階層のτ函数に書き直すには，前述の (i), (ii)型のシフト対称性に加
えて，次の型のシフト対称性も用いる [3]．

(iii) k > 0, m ∈ Z に対して

Γ′
+(q−ρ)

(
V (−k)

m +
1

1 − qk
δm,0

)
Γ′

+(q−ρ)−1

= Γ′
−(q−ρ)−1

(
V

(−k)
m+k +

1
1 − qk

δm+k,0

)
Γ′
−(q−ρ).

上付き添え字の動く範囲が (i)型と (iii)型では異なることに注意されたい．
これらのシフト対称性から，k > 0 にわたって次の等式が成立することがわかる：

(−1)kJk · qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ) = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)
(

Hk − qk

1 − qk

)
,(

H−k +
1

1 − qk

)
Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2 = Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2 · J−k.

これらを用いて Z ′(s, t, t̄) のフェルミオン表示の中央にある etkHk を作用素積の左端へ，
et̄kH−k を右端へ移動することができる（逆向きに移動することはできない）．
こうして次のような 2次元戸田階層のτ函数との関係がわかる．
定理 [3] Z ′(s, t, t̄) は

g′ = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2

という生成作用素から得られる２次元戸田階層のτ函数

τ ′(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g′ exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kJ−k

)
|s〉,

によって次のように表せる：

Z ′(s, t, t̄) = exp

( ∞∑
k=1

tkq
k − t̄k

1 − qk

)
τ ′(s, ι(t),−t̄)

5.3 Lax作用素の構造

以下では，2次元戸田階層の Lax作用素を Z × Z 行列

L = Λ + u1 + u2Λ−1 + · · · , L̄−1 = ū0Λ−1 + ū1 + ū2Λ + · · ·
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として扱う．Λn はシフト行列

Λn =
∑
i∈Z

Ei,i+n

を表し，un, ūn は対角行列

un =
∑
i∈Z

un(i)Eii, ūn =
∑
i∈Z

ūn(i)Eii,

である．Eij は (i, j) 要素のみ 1，他の要素は 0 の行列である．
Z(s, t) に付随するτ函数 τ(s, t) は 1次元戸田階層の解であり，よく知られているよう

に，Lax作用素は

L = L̄−1 = Λ + b + cΛ−1

（b, c は対角行列，今の場合には b = u1, c = ū0）という形をした 3重対角行列である．
Z ′(s, t, t̄) に付随するτ函数 τ ′(s, t, t̄) が定める 2次元戸田階層の解はそれとはまったく
異質の，次のような特徴をもつ．

定理 [4] τ ′(s, t, t̄) が定める 2次元戸田階層の解の Lax作用素は

L = BC−1, L̄−1 = −CB−1,

B = Λ + b, C = 1 + cΛ−1

というように因子分解された形をもつ．ここで b, c は対角行列であり，C−1 と B−1

はそれぞれ

C−1 = 1 − cΛ−1 + · · · , B−1 = b−1 − b−1Λb−1 + · · ·

という展開をもつ下三角行列・上三角行列を意味する．

この因子分解された形（上の B−1, C−1 の解釈から，L̄ = −L という自明な場合に退
化しないことがわかる）は Ablowitz-Radik階層（実際には相対論的戸田階層）を 2次
元戸田階層の簡約系として特徴付ける条件 [17]に他ならない．こうして，τ ′(s, t, t̄) が
Ablowitz-Radik階層の解を定めるτ函数であることがわかる．
もともとBriniら [17]はコニフォルドのGromov-Witten理論（物理的には位相的弦理論）

がAblowitz-Ladik階層と関係するという予想 [18]から出発して，ミラー理論（Frobenius
構造）の観点から予想を解決する試みの中で，Ablowitz-Radik階層自体の研究も行った．
上の結果は Briniらの予想に別の方向から答えるものである．
以下では上の結果の証明 [4]のアイディアを紹介する．

5.4 無限行列表示

L, L̄−1 の因子分解形を導くために，フェルミオン２次形式と Z × Z 行列の対応 [12]

X̂ =
∑
i,j∈Z

xij :ψ−iψ
∗
j : ←→ X =

∑
i,j∈Z

xijEij
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を利用する．この対応によって L0, W0, Hk, Jk は

L0 = Δ, W0 = Δ2, Hk = qkΔ, Jk = Λk

というように行列表現される．ここで Δ は

Δ =
∑
i∈Z

iEii

という対角行列である．Λ と Δ は差分作用素に基づく Lax形式では e∂s と s に対応し
ていて，

[Λ, Δ] = Λ

という交換関係を満たす．
フェルミオン 2次形式と Z×Z 行列の対応はリー代数の構造を保っている（正確に言

えば，1次元中心拡大の部分の無視している）．これをリー群に持ち上げることもできる．
これによって eX̂ と eX が対応する [12]．たとえば，頂点作用素 Γ±(z), Γ′

±(z) は

Γ±(z) = (1 − zΛ±1)−1, Γ′
±(z) = 1 + zΛ±1

というように行列表示される（行列表示の方も同じ記号で表そう）．Γ±(q−ρ) と Γ′
±(q−ρ)

はこのような行列の無限乗積になる：

Γ±(q−ρ) =
∞∏

n=1

(1 − qn−1/2Λ±1)−1,

Γ′
±(q−ρ) =

∞∏
n=1

(1 + qn−1/2Λ±1)

これらの無限乗積は行列値の量子ダイログ函数 [19, 20] とみなすことができる．(i)型と
(iii)型のシフト対称性はこの無限乗積構造からの帰結としても説明できる．
ちなみに，τ函数のフェルミオン表示では Γ±(q−ρ),Γ′

±(q−ρ) が Γ−Γ+ や Γ′
−Γ′

+ のよ
うな組合せで現れる．これは Jacobiの３重積公式

ϑ(z) =
∞∏

n=1

(1 − qn)
∞∏

n=1

(1 + qn−1/2z)
∞∏

n=1

(1 + qn−1/2z−1),

を通じて楕円テータ函数との関係を暗示している．

5.5 Lax作用素の因子分解形の証明の方針

上の対応によって，τ ′(s, t, t̄) を定める作用素 g′ は

U = qΔ2/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QΔΓ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−Δ2/2

という無限行列に対応する．
一般に，このような行列 U に対して

exp

( ∞∑
k=1

tkΛk

)
U exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kΛ−k

)
= W−1W̄

－64－



という等式を満たす下三角行列 W（対角成分 1）と上三角行列 W̄ を求めること（分解
問題）ができれば，W, W̄ 自体は 2次元戸田階層の佐藤方程式を満たす．それらから

L = WΛW−1, L̄−1 = W̄Λ−1W̄−1

というように定義される L, L̄−1 は Lax方程式を満たす．特に，U がτ函数のフェルミ
オン表示 [13]における生成作用素 g の表現行列ならば，L, L̄ はτ函数に対応する Lax形
式での戸田階層の解に他ならない [21, 22, 23]．

U から W, W̄ を直接に求めることは一般的には困難だが，今の場合には U が特殊な行
列なので，初期時刻 t = t̄ = 0においてこの分解問題が具体的に解ける．それから L, L̄−1

が初期時刻において前述の因子分解形をもつことがわかる．他方，Briniらが示している
ように [17]，因子分解形は時間発展で保たれる．こうして，すべての時刻において L, L̄−1

が求める形をしていることがわかるのである．

5.6 オービフォルド型溶解結晶模型

最近，これまで解説してきた結果をオービフォルド型溶解結晶模型に拡張することが
できた [5]．これらは 3次元カラビ・ヤウ多様体の Za ×Zb オービフォルド（a, b は正整
数）の位相的不変量に由来する模型である [24]．
外部ポテンシャルを入れて変形する前の模型の分配函数は

Za,b =
∑
λ∈P

sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)sλ(r1q
−ρ, . . . , rbq

−ρ)Q|λ|,

Z ′
a,b =

∑
λ∈P

sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)s tλ(r1q
−ρ, . . . , rbq

−ρ)Q|λ|.

という形をしている．p1, p2, . . . , pa と r1, r2, . . . , rb は模型のパラメータである．要する
に，これらは Z, Z ′ のボルツマン重みに対して

sλ(q−ρ)2 → sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)sλ(r1q
−ρ, . . . , rbq

−ρ)

ならびに

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ) → sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)s tλ(r1q
−ρ, . . . , rbq

−ρ).

という置き換えを行ったものである．これらのシューア函数は，無限個の引数を a 組や
b 組の無限変数に組み分けしただけで，これまで考えていたものと同じである（シューア
函数は対称函数なので，このような組み分けは自在にできる）．さらに，シューア函数の
斉次性によってパラメータの組 p1, · · · , pa と r1, · · · , rb の中の一つ，たとえば pa と rb

は 1 に正規化できる．
Z(s, t), Z ′(s, t, t̄) の場合にならって外部ポテンシャルで変形した分配函数 Za,b(s, t),

Z ′
a,b(s, t, t̄) はいずれも 2次元戸田階層のあるτ函数 τa,b, τ

′
a,b と関係している．さらに，

Lax形式で見た解は次のような特徴をもつ．

1. τa,b に対応する Lax作用素に対して

La = D−1L̄−b
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という等式が成立する．D は模型のパラメータから決まる定数である．この等式
の両辺は

Λa + α1Λa−1 + · · · + αa+bΛ−b

（α1, · · · , αa+b は対角行列）という形の a + b 重対角行列になる．これは 2次元戸
田階層の (a, b) 型簡約として知られる可積分階層（bi-graded Toda hierarchy）
[25, 26]を特徴づけるものである．t はこの可積分階層の時間変数（2系列あるが）
の一部と対応する．

2. τ ′
a,b に対応する Lax作用素のべき乗 La, L̄−b は因子分解された形

La = BC−1, L̄−b = DCB−1

をもつ．ここで B, C は

B = Λa + β1Λa−1 + · · · + βa, C = 1 + γ1Λ−1 + · · · + γbΛ−b

（βi, γj は対角行列）という行列，D は模型のパラメータから決まる定数である．
Briniらが示したように [27]，a = b = 1 の場合と同様，この因子分解形も時間発展
で保たれて，2次元戸田階層の一種の簡約を定める．ただし，t, t̄ はそれぞれ 2次元
戸田階層の 2系列の時間変数の一部と対応する．Briniらはコニフォルドのオービ
フォルドのGromov-Witten理論においてこの形の簡約系が現れることをFrobenius
構造の観点から論じている [27]．上の模型は彼らの結果を別の方向から説明するも
のと考えられる．

6 まとめ
1. 溶解結晶模型は３次元ヤング図形の統計力学的模型（ランダム平面分割模型）であ
るが，対角断面の方法によって一種のランダム分割模型に書き直せる．

2. １系列の外部ポテンシャルによって変形した分配函数は１次元戸田階層のτ函数に
簡単な函数をかけたものになる．このことを示すために分配函数をフェルミオン表
示し，量子トーラス代数のフェルミオン実現における特別な代数的関係式を利用
する．

3. ボルツマン重みを少し変更することによって溶解結晶模型の変種が得られる．分配
函数を２系列の外部ポテンシャルによって変形したものは２次元戸田階層のτ函数
になる．さらに，ラックス形式における考察からAblowitz-Ladik（相対論的戸田）
階層との関係がわかる．

4. ランダム行列との比較の観点では，これら２つの溶解結晶模型はエルミート行列模
型とユニタリ行列模型に対応する．

5. これらの結果はオービフォルド版の模型にも拡張される．
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超離散化による自然現象のモデル化
(Modelling of natural phenomena through ultradiscretisation)

ウィロックス・ラルフ, 東大・数理科学
(Ralph Willox, University of Tokyo)

概 要

本講演の前半では，可積分系という分野から得られたテクニックに基づき，
常微分方程式を用いる数理モデルの「超離散化」という数学的手法を紹介する。
特に，この手法により，元の連続の数理モデルと同じ性質を持つセルオート
マトン・モデルが構築できることに注目する。後半では，超離散 sine-Gordon
方程式などの可積分なセルオートマトン・モデルについての最新の研究結果
をいくつか紹介する。

Abstract

We introduce a mathematical method called “ultradiscretisation” of

ODE’s, based on techniques developed in the field of integrable sys-

tems. It will be shown that, by means of this method, it is possible to

construct cellular automaton models that exhibit the same properties

as the original ODE models. We shall also summarize and present

recent results on integrable cellular automaton models such as the ul-

tradiscrete sine-Gordon equation.
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超離散化による自然現象のモデル化

Ralph WILLOX （東大数理）
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2014年 8月 6∼ 8日

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

Overview

• 超離散化による自然現象のモデル化：
• 超離散化とは？ → logistic 方程式の離散化と超離散化

• ２つの実例（＋それにおける問題）

• 可積分な超離散系：
• 超離散系におけるソリトン現象の忠実さ → ud-KdV

• 超離散系におけるソリトン現象の由来 → ud-sG
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

dN

dt
= N (r − hN) (r, h > 0)

特殊型 Riccati 方程式 → 簡単に線形化可能：

N(t) =
1

X(t)
⇒ dX

dt
= h − rX

−→ N(t) =
K

1 +

(
K

N0

− 1

)
e−r(t−t0)

(K :=
r

h
)

（logistic 関数）

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

N(t) =
K

1 +

(
K

N0

− 1

)
e−r(t−t0)

（0 < N0 < K）
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

問題： dN

dt
= N (r − hN) に現れるパラメーター r, h は実際の観察データ

から測定できるのか？ [M. Morishita, Res. Popul. Ecol. VII (1965) 52]

→ 時間の flow を差分間隔 τ で離散化し： Nn := N(t + n τ )

新しいパラメーター
α = r τ + O(τ 2) , β = h τ + O(τ 2)

を導入すると：

Nn+1 − Nn = Nn(α − βNn+k)

この差分方程式は，∀k ∈ Z に対し，τ → 0 において logistic 方程式帰着する．

−→ k = 0, 1 にすると Cauchy 問題は不変！

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

i) k = 0 (Euler method) Nn+1 − Nn = Nn(α − βNn) (α = rτ, β = hτ)

1) τ が十分小さいときには良い離散化であるが， τ が小さくない場合には × !

2) さらに、可逆系ではない： α が大きくなるとカオスが生じる！

Nn =
1 + α

β
Xn ⇒ logistic map: Xn+1 = (1 + α)Xn(1 − Xn)
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

線形安定性： N = N∞ + ξ

dN

dt
= N (r − hN) ⇒ dξ

dt
= λ ξ with λ = r − 2hN∞

N∞ = 0 → λ = r > 0 : 反発的

N∞ =
r

h
= K → λ = −r < 0 : 吸引的

Euler method:

Nn+1 = (1 + α)Nn − βN2
n ⇒ ξn+1 = λ ξn with λ = (1 + α) − 2βN∞

N∞ = 0 → λ = 1 + α > 1 : 反発的

N∞ =
α

β
→ ∣∣λ∣∣ =

∣∣1 − α
∣∣ ≷ 1 ?

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

ii) k = 1 (双有理写像) Nn+1 =
(1 + α)Nn

1 + βNn

, α = erτ − 1, β =
α

K

→ この有理写像による離散化は，ある意味で，logistic 方程式の ‘正確な’ 離散化！
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

線形安定性： N = N∞ + ξ

dN

dt
= N (r − hN) ⇒ dξ

dt
= λ ξ with λ = r − 2hN∞

N∞ = 0 → λ = r > 0 : 反発的

N∞ =
r

h
= K → λ = −r < 0 : 吸引的

双有利写像：

Nn+1 =
(1 + α)Nn

1 + βNn

⇒ ξn+1 = λ ξn with λ =
1 + α

(1 + βN∞)2

N∞ = 0 → λ = 1 + α > 1 : 反発的

N∞ =
α

β
→ λ =

1

1 + α
< 1 : 吸引的

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の離散化

実は， Nn+1 =
(1 + α)Nn

1 + βNn

は線形化可能である !

Nn =
1

Xn

⇒ Xn+1 = (1 + α)−1(Xn + β)

勿論，Nn+1 =
(1 + α)Nn

1 + βNn

は P
1 上の線形写像である．

Nn = [An : Bn] （斉次座標）
[
An+1

Bn+1

]
=

[
1 + α 0

β 1

]
·
[
An

Bn

]

⇔ Nn =
α/β

1 +
(

α
βN0

− 1
)

(1 + α)−n
=

K

1 +
(

K
N0

− 1
)

e−rnτ
≡ N(t = nτ )

iff 1 + α = erτ ,
α

β
= K
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の超離散化

• 1 + α = erτ ,
α

β
= K にすると，Nn+1 =

(1 + α)Nn

1 + βNn

の軌道は，任意の差分間隔 τ

に対して，連続方程式の解の ‘sampling’ である． −→ 巨大な差分間隔のときでも！

• ‘超離散化’： τ → ∞ つまり， τ =
1

ε
, ε → 0+ !

0 < Nn = K eUn/ε ≤ K, 1 + α = eA/ε (∀n : Un ≤ 0 , A, ε > 0)

ε → 0+ のとき，U∞ = 0 (↔ N∞ = K) という不動点は，位相空間の任意の点 Un ≤ 0

に対し，吸引的になり (固有値＝ 1

1 + α
= e−A/ε)，

任意の初期値が，有限個のステップで，その不動点に辿り着く!

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の超離散化

ε ↘ 0+: ε log eUn+1/ε = ε log
eA/ε eUn/ε

1 + (eA/ε − 1)eUn/ε

⇔ Un+1 = Un + A − ε log(1 + (eA/ε − 1)eUn/ε)

ε→0+

=⇒ Un+1 = Un + A − max[0, A + Un]

このように max と + で書かれている方程式は「超離散系」と呼ばれる．

さらに, Un < −A： Un+1 = Un + A > Un (単調増加)

⇒ Un = U0 + nA (for U0 ≤ −nA)

そして，結局， Un ≥ −A： Un+1 = 0
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

logistic 方程式の解の超離散化

Nn =
K

1 +
(

K
N0

− 1
)

(1 + α)−n

⇔ eUn/ε =
1

1 + e−nA/ε(e−U0/ε − 1)

⇔ Un = −ε log
[
1 + e−nA/ε(e−U0/ε − 1)

]

ε → 0+ ⇒ Un = − max[0,−U0 − nA] ≡ min[0, U0 + nA]

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

離散化・超離散化によるモデル化の方針

連続モデル
↑

1© 自然現象をミクロの
レベルではなく，マク
ロのレベルで自然現象
を記述するときに使え
る方法．

→ レート方程式（離散
的なモデルより直感的）

例： – logistic 方程式
– SIR モデル

...

離散モデル
↑

2© まず，精度の高い離
散的近似 (‘integrator”)
を構築する．

3© 差分間隔が大きいと
きにも，連続系の挙動
を忠実に記述し，観察
データと比較できるよ
うな離散系を構築する．

→ 超離散化可能な模型

超離散モデル
↑

4© 正値解をもつ離散系
の超離散極限によって得
られる．

5©超離散系をセル・オー
トマトンとして用い，有
限の位相空間を走査し，
様々な attractor の存在
や性質が容易に調べられ
る. （attractorへの収束
は ‘finite time’ で完成す
る等の利点がある.）

超離散極限から少しずつ
離れて行くと，離散系の
挙動も分析できる.
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

例１：SIR モデル（伝染病の流行モデル）
[W.O. Kermack, A.G. McKendrick, Proc. R. Soc. Edinb. A 115 (1927) 700]

S : 免疫を持たない人数
I : 感染者の人数
R : 免疫を持っている人数

(s, r, S0, I0, R0 > 0)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dS

dt
= −rSI

dI

dt
= rSI − sI

dR

dt
= sI

{
S + I + R = ct

r(S + I) − s log S = ct

• Sc :=
s

r
< S0 ⇒ I ↗, S ↘

• Imax ↔ S = Sc

• S < Sc ⇒ I ↘0, S ↘S∞

erS∞ =

(
S∞
S0

)s

er(S0+I0)

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

例１：SIR モデルの離散化 [R.W. et al. Physica A 328 (2003) 13]

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn = xn−1
1 + cyn

1 + yn

yn+1 = yn
a + xn

1 + bxn

x = εS, y = εI,
t = εn, a = 1 − εs,
b = c = 1 − r

ε→0−−→

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dS

dt
= −rSI

dI

dt
= rSI − sI

（0 < a, b, c < 1 , x0, y0 > 0）

• このモデルにおける挙動は連続とほぼ一緒：

x0 >
1 − a

1 − b
⇒ yn ↗, xn ↘ ; x0 <

1 − a

1 − b
⇒ yn, xn ↘

• この模型には，場合によって保存量がある．

• この方程式系は超離散化可能である．
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

例１：SIR モデルの超離散化 [R.W. et al., Physica A 328 (2003) 13]

x = eX/ε, y = eY/ε, a = e−α/ε, b = e−β/ε, c = e−γ/ε (α, β, γ > 0)

{
Xn = Xn−1 + max[0, Yn − γ] − max[0, Yn]

Yn+1 = Yn + max[−α,Xn] − max[0, Xn − β]

X0 > 0 : Yn ↗ , Xn ↘ , つまり，伝染病が流行する

X0 < 0 : Yn and Xn ↘ → Yn < 0 ⇒ Xn = ct = X∞

例：(α, β, γ) = (7, 4, 3) の場合

(X0, Y0) = (20,-1), (20,3), (17,7), (13,11), (9,15), (5,19), (1,20), (-3,17), (-7,10),

(-11,3), (-14,-4), (-14,-11), . . .

(X0, Y0) = (20,-3), (20,1), (19,5), (15,9), (11,13), (7,17), (3,20), (-1,19), (-5,14), (-9,7),

(-13,0), (-13,-7), (-13,-14), . . .

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

捕食者・被食者モデル Lotka-Volterra

{
x′ = x(λ − y)
y′ = y(x − μ)

保存量： H = x + y − ln xμyλ

• x と y の振動の間に，周期の４分の１のずれがある.
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

捕食者・被食者モデル cryptic oscillations : （輪形動物・原生動物）

実験： [T. Yoshida et al., Nature 424 (2003) 303]

模型： [T. Yoshida et al., PLoSBiology 5 (2007) e235]-

doi:10.1371/journal.pbio.0050235.g002

理由 (?)： 被食者の表現型（phenotype）
は実験において同じであるが，遺伝子変化
で，遺伝子型（genotype）が異なり，それ
ぞれの種類の捕食者による被食率は違う．

それぞれの遺伝子型の個体数は捕食者に対
して，Lotka-Volterraのように周期の四半
分のずれで振動するが，被食者の総個体数
の振動は小さくて，さらに，捕食者と半周
期でずれる.

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

捕食者・被食者モデル（モデル１） [R.W. et al., Physica D 238 (2009) 2238]

連続系 : cryptic oscillations

実線： 捕食者
破線： 被食者総合個体数
点線： 高被食率の藻類

二点鎖線 ： 低被食率の藻類
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

捕食者・被食者モデル cryptic oscillations [R.W. et al., Physica D 238 (2009) 2238]

モデル２⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x′ = x(1 − x − y) − xz

1 + α(x + ρy)

y′ = y(1 − δ − x − y) − νxy − λ
yz

1 + α(x + ρy)

z′ = −γz + μz(x + ρy)

x ＝高被食率藻類，z ＝輪虫,
y＝低被食率藻類，α, ν, γ, μ > 0,
0 < ρ < λ < 1, 0 < δ < 1

−→

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xn+1 = xn
1 + ε

1 + ε
(
xn + yn + zn

1+α(xn+ρyn)

)
yn+1 = yn

1 + ε(1 − δ)

1 + ε
(
(1 + ν)xn + yn + λzn

1+α(xn+ρyn)

)
zn+1 = zn

1 + εμ(xn + ρyn)

1 + εγ

超離散系： x = eX/ε, y = eY/ε, z = eZ/ε (X, Y ≤ 0),

ε = eE/ε, α = eA/ε, 1 − δ = e−Δ/ε, 1 + ν = eC/ε, γ = eG/ε, λ = e−L/ε, μ = eM/ε, ρ = e−R/ε, (E, Δ, C, L,R > 0)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Xn+1 = Xn − max
[ − E, Xn, Yn, Zn − max[0, A + Qn]

]
Yn+1 = Yn − Δ − max

[ − E, C + Xn, Yn, Zn − L − max[0, A + Qn]
]

Zn+1 = Zn + max[−E, M + Qn] − G

L < R, E > Δ
E + G > 0

（ Qn = max[Xn, Yn − R] ）

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

捕食者・被食者モデル（モデル２） [R.W. et al., Physica D 238 (2009) 2238]

transition + cryptic oscillations

実線：捕食者 , 破線：被食者総合個体数 点線：高被食率の藻類 , 二点鎖線 ：低被食率の藻類
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

捕食者・被食者モデル（モデル２） [R.W. et al., Physica D 238 (2009) 2238]

intermittency: chaos? （超離散系で発見され，それから離散系及び連続系でも確認．）

実線：捕食者 , 破線：被食者総合個体数

Q.: 他の捕食者・被食者系にも chaos が示されたが [P.A. Abrams, Ecology 80 (1999) 608]

この現象は模型の特徴なのか，自然にも現れるのか？

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

箱玉系 [D. Takahashi & J. Satsuma, J. Phys. Soc. J. 59 (1990) 3514–3519]

U t+1

 = min

[
1 − U t


 ,

−1∑

k=−∞
(U t

k − U t+1
k )

]

U0

 ∈ {0, 1} の Cauchy データで {0, 1}上で発展する．

t=0 · 1 1 · · 1 1 · 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · ·
t=1 · · · 1 1 · · 1 · · 1 · 1 1 1 · · · · · · · · · ·
t=2 · · · · · 1 1 · 1 · · 1 · · · 1 1 1 · · · · · · ·
t=3 · · · · · · · 1 · 1 1 · 1 · · · · · 1 1 1 · · · ·
t=4 · · · · · · · · 1 · · 1 · 1 1 · · · · · · 1 1 1 ·

• 任意の初期値は漸近的に何本の ‘1’ の列に分裂する．このような ‘1’ の列を
ソリトンと言う．

• それぞれのソリトンは，自分の長さと等しい速度で右進行する．
•「２体」の相互作用しかなく，相互作用したソリトンは両方とも一番遅いソリトンの
長さの２倍の位相の ‘ずれ’ を受ける．
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

KdV, 離散 KdV とその超離散極限

KdV: ut + u3x + 6uux = 0

dKdV:
1

ut+1

+1

− 1

ut



= δ
[
ut


+1 − ut+1



]

離散 KdV 方程式の Yang-Baxter 形式 (ut+1

 =

1

δut

 + vt

l

, vt

+1 =

ut+1



ut



vt

 ) から

U t+1

 = min

[
1 − U t


 ,


−1∑
k=−∞

(U t
k − U t+1

k )
]

が得られる． (U t

 = lim

ε→+0
ε log ut


 , V t

 = lim

ε→+0
ε log

1 − δ

vt



, ε = − log δ > 0 )

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

連続の KdV 方程式

分散波 無衝突衝撃は ソリトン
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 KdV 方程式の実数上の発展：

· · π · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · 1 − π 1 1 1 1 1 2π − 6 · · · · · · · · · · ·
· · · 1 − π · · · · 7 − 2π 1 1 1 1 4π − 12 · · · · · ·
· · · · 1 − π · · · · · · · · 13 − 4π 1 1 1 1 6π − 18 ·

‘background’: 速度 1 速度 2π − 1 のソリトン

· 1 1 1 · · −π · · · · · · · · · · · · ·
· · · · 1 1 1 −π · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · 3 −π · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · −2 π + 1 4 − 2π · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · −π 2π − 3 6 − 2π · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · −π 2π − 5 1 7 − 2π · · · · · · ·
· · · · · · · · · · −π · 2π − 6 1 1 7 − 2π · · · ·
· · · · · · · · · · · −π · · · 2π − 6 1 1 7 − 2π ·

‘background’ 速度 3 のソリトン

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 KdV 方程式の実数上の発展：

初期値問題は連続の KdV 方程式の IST に類似した方法で解ける：

• 超離散 KdV に付随する線形問題に対し，初期値のスペクトルと束縛
状態等を計算し，

• この束縛状態を用いた Darboux 変換で初期値からソリトンをすべて
外し，初期値に含まれている ‘background’ を得る．

• この ‘background’ に対する初期値問題を解いてから，

• 外したソリトンを全部逆順に戻し，元の初期値に対する Cauchy 問題の
厳密解が得られる．

[R.W. et al., J. Phys. A 43 (2010) 482003 (7p)]

[R.W. et al., Contemporary Mathematics 580 (2012) 135–155]
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 sine-Gordon 方程式

Z : Z
2 → Z ,

ZM+1
N+1 + ZM−1

N+1 = max
[
− 1, ZM

N+2 + ZM
N

]
− max

[
0,−1 + ZM

N+2 + ZM
N

]
に対し， M + N が一定の parity を持つ格子点のみで初期値を与える.

[ B. Grammaticos, A. Ramani & R.W., J. Phys. A 46 (2013) 145204 ]

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 sine-Gordon 方程式

Z : Z
2 → Z ,

ZM+1
N+1 + ZM−1

N+1 = max
[
− 1, ZM

N+2 + ZM
N

]
− max

[
0,−1 + ZM

N+2 + ZM
N

]
に対し， M + N が一定の parity を持つ格子点のみで初期値を与える.

• M 方向を “時間”と考え，初期値を M = 0, 1 のとき，M + N even の格子点で与える

• 初期値は全て有限な台を持つ： ∃R : Z0
N , Z1

N = 0 if
∣∣N ∣∣ > R

• すべての M, N に対し，
∣∣∣ZM

N+2 + ZM
N

∣∣∣ ≤ 1 をみたす ‘列’ は一つのソリトンを成す

• ソリトンは常に速度 ±1 で進行する
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

ソリトン相互作用の例：

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

ソリトン相互作用の例：
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 sine-Gordon 方程式

Z : Z
2 → Z ,

ZM+1
N+1 + ZM−1

N+1 = max
[
− 1, ZM

N+2 + ZM
N

]
− max

[
0,−1 + ZM

N+2 + ZM
N

]

ソリトンの相互作用は，

• 自明な場合がある
• 弾性的であるとき， phase-shift による符号の変換が見える

• 非弾性的である可能性もある：ソリトンの ‘dressing’ と ‘undressing’ が見える！

• ソリトンの dressing 現象に対し，最大 と 最小 の状態が存在する
(
1 −2 1

) dressing−−−−−→ (
1 −2 1 −1

)
dressing

⏐⏐� ⏐⏐�dressing(−1 1 −2 1
) −−−−−→

dressing

(−1 1 −2 1 −1
)

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 sG 方程式の由来：

離散 sG 方程式 z : Z
2 → R : zM+1

N+1 zM−1
N+1 =

δ + zM
N+2z

M
N

1 + δzM
N+2z

M
N

(δ ∈ R)

は Lax pair を持ち，ソリトン系であり，sine-Gordon 方程式への連続極限を持つ．

さらに，超離散化可能な方程式である： z = eZ/ε , δ = e−1/ε (for ε > 0 , δ < 1)

ε → +0 という極限において :

ZM+1
N+1 + ZM−1

N+1 = max
[
− 1, ZM

N+2 + ZM
N

]
− max

[
0,−1 + ZM

N+2 + ZM
N

]
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 sG 方程式の時間発展

しかし， zM+1
N+1 zM−1

N+1 =
δ + zM

N+2z
M
N

1 + δzM
N+2z

M
N

⇓
ZM+1

N+1 + ZM−1
N+1 = max

[
− 1, ZM

N+2 + ZM
N

]
− max

[
0,−1 + ZM

N+2 + ZM
N

]

は形式的な導出である：

• 離散 sine-Gordon 方程式の正値の厳密解は知られていない

• 離散 sine-Gordon 方程式のソリトン解は正値ではないので，超離散化不可能である

→ 超離散 sine-Gordon 方程式におけるソリトン現象の由来は大きな謎！

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 sG 方程式の時間発展

14年間以上の難問：

• Grammaticos et al. (2000) : 超離散 sine-Gordon における非弾性的相互作用の発見

• Isojima et al. (2004) : 離散 sine-Gordon 方程式のソリトンの非正値性

• Bobenko et al. (1993) : 有限体上の離散 sine-Gordon 方程式

• ソリトン相互作用の漸近的な記述は可能である！
→ ‘oiston’ という超離散 sGの保存量を用いた，離散 KdV 方程式の

Yang-Baxter 写像と関係する表現に基づく記述．

[ B. Grammaticos, A. Ramani & R.W., J. Phys. A 46 (2013) 145204 ]

[ R.W. et al. , RIAM report No.25AO-S2 (2014) Article No.5 (29–34) ]
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

oistonとは何か？
• 離散 sine-Gordon 方程式は Miura 変換で離散 KdV 方程式と繋がっている

zM+1
N+1 zM−1

N+1 =
δ + zM

N+2z
M
N

1 + δzM
N+2z

M
N

ym
n =(zM

N )(−1)m

−−−−−−−−−−→ 1

um+1
n+1

− 1

um
n

= Δ
(
um

n+1 − um+1
n

)

with: um
n =

(1 + δ)ym
n

δym−1
n + ym

n−1

=
(1 + δ)ym−1

n−1

ym−1
n + δym

n−1

and Δ =
1 − δ

1 + δ

• 超離散化を実行するためには，離散 KdV 方程式を次の形で表す必要がある：

um+1
n =

1

Δ(um
n + vm

n )
, vm

n+1 =
um+1

n

um
n

vm
n

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

oistonとは何か？
変数 V と W はある種の超離散 KdV 方程式と関係する

• um
n = eUm

n /ε, vm
n =

2δ

1 − δ
eV m

n−1/ε, δ = e−1/ε と置き，ε → +0 の極限をとると,

Um+1
n = min

[ − Um
n , 1 − V m

n−1

]
, V m

n = V m
−∞ +

n∑
k=−∞

(Um+1
k − Um

k )

with: Um
n = Y m

n − max
[
Y m

n−1, Y
m−1
n − 1

]
= Y m−1

n−1 − max
[
Y m−1

n , Y m
n−1 − 1

]
and V m

n = max[Y m+1
n , Y m−1

n ] − Y m
n , Y m

n = (−1)mZM
N

が得られる．

• 注意：この「超離散 KdV 方程式」は普通の箱玉系と違う！

Um+1
n = min

[
1 − Um

n ,−V m
n−1

]
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 SG方程式のソリトンとは？

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 SG方程式のソリトンとは？
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 SG方程式のソリトンとは？

離散 sGの正値解はすべて分散する！ [R. Willox et al., J. Phys. A 47 (2014) 125202]

離散 sG方程式： zM+1
N zM−1

N =
δ + zM

N+1z
M
N−1

1 + δzM
N+1z

M
N−1

z = eZ/ε , δ = e−1/ε , w ≈ δν = e−ν/ε (0 ≤ ν < 1)

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 SG方程式のソリトンとは？

摂動的なアプローチ：

z =
1 + y

1 − y
⇒ yM+1

N + yM−1
N

1 + yM+1
N yM−1

N

= λ
yM

N+1 + yM
N−1

1 + yM
N+1y

M
N−1

(λ =
1 − δ

1 + δ
)

‘light-cone’ の中には： yM
−M = 0 , yM

M =
w − δ

w + δ
λM (M ≥ 0),

yM
M−2p = −1 +

1

1 + (M − p)w
+

2(p − 1)wPM−p(w)

(1 + (M − p)w)2
δ + O(δ2) for M ≥ p > 0 ,

with Pk(w) =
2

3
k2(k2 − 1)w2/3 +

k

3
(4k2 − 1)w/3 + k2
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非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

超離散 SG方程式のソリトンとは？

=⇒ 1) zM
M−2p =

1

1 + 2(M − p)w
+ O(δ)

ε→0−−→ ZM
M−2p = 0

zM
M =

(w + δ) + (w − δ)λM

(w + δ) − (w − δ)λM

ε→0−−→ ZM
M = 1 − ν

=⇒ 2) zM
M ≈ 1 + 2

w − δ

w + δ
λM M→+∞−−−−−→ 1 (!)

漸近的には，yM
N が次の分散的偏差分方程式を満たす：

yM+1
N + yM−1

N = λ(yM
N+1 + yM

N−1)

つまり， lim
M→+∞

yM
N = 0 ⇒ lim

M→+∞
zM

N = 1 (!)

非線形数理モデルの諸相：連続，離散，超離散，その先

まとめ

•超離散化により，適切な離散化の後，連続力学系の本質的な振る舞いを
セルオートマトンで捉えることができる．

•しかし，連続系の解の ‘すべて’ の性質が捉えるかどうかは難しい問題．

•超離散極限において，解の主な振る舞いだけではなく，連続系の根本的な
数学的性質が生き残る場合もある．

•一方，超離散系に現れる現象がすべてその元にある離散系や連続系に
‘単純に’ 存在する訳ではない．
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電子写真設計プロセス革新のための
粉体挙動シミュレータ開発

(Powder flow simulation for electrophotograpic process)

宇佐美元宏, リコー (株)

(Motohiro Usami, Ricoh Company, Ltd.)

概 要

複写機・レーザープリンタに代表させる電子写真機器設計において計算機
シミュレーションの活用を考えるとき，電子写真特有のものとして，粉体挙動
計算が必要となる。現在，離散要素法に電磁気的な作用力を組み込んだ現像
剤挙動シミュレータが開発され，機器設計に活用されつつあるが，その適用
範囲は限定的である。より広範な活用を実現するためには，粉体シミュレー
ションの大規模化・高速化が必要であり，その実現に有効な手段として，東
工大 TSUBAMEに代表される産業利用のために開放された国内の大規模計
算機の利用が考えられる。本報告では，スパコンの利用など，将来の電子写
真機器設計における計算機シミュレーションの可能性について概説する。

Abstract

We report recent developments of computer simulation for electropho-

tograpic process. Towards faster and larger-scale powder flow simu-

lations, we use a large-scale supercomputer “TSUBAME” at Tokyo

Institute of Technology, which is available to projects at outside re-

search institutes and industries.
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Dashpot
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Dashpot
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Spring

Tangential 

BCdt
dm FFr

+=2
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3
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14 BBm +

+
= d

r

r

= 35
0
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3
4

ji

j
ji

ji

jij

rr

m
r

rm
B

m magnetic moment
B magnetic flux density 
FB magnetic interaction force 

0 Permeability of free space  
r Relative permeability of particle 

Bex External magnetic field
 d Radius of a particle 
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mj
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f
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+

=
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DEM calculation 

Update particle 
position 

Domain Decomposition 

Update particle 
position 

Message Passing  Message Passing 

STAR
T 

DEM calculation 

END 
Processing by 
CPU1 

Processing by 
CPU2 

Additional 
procedure for 
parallel 
processing 

B,C,D

1

2

boundary

1
2

1 : 
2 :

type A: 
type B: 
type C: 
type D: 

•
–
–
–

•
•
•
•
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mm

Top view

Side view
magnet

PC
5

55
40,000

# of CPUInitial state of particle conformation for 
performance test

Num. of Particle : 43,054 

10mm 

3mm 
gravity 

particles  

boundary 

X

Y

Z

: 43,054 
ave.): 55 ×10-6  [m] 
:

X: 10 ×10-3  [m] 
Y:   3 ×10-3  [m]
Z: 3 ×10-3  [m]
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Plate speed : 0.1 [m/s] (X direction) 
Blade gap : 0.5 × 10-3  [m] 
Particle Num.:  94,287 
Time step : 5 × 10-7  [Sec]

Calculating area  :
 X: 30 ×10-3  [m] 
 Y: 3.5 ×10-3  [m]
 Z: 1.5 ×10-3  [m] 

0.1[m/s] S N

blade

v=0.1[m/s]
NS

2.5mm

000.11111111[m/s] SSSS NNNN

X

Y

Z

30mm

3.5mm

particle num. 94,287 

magnet magnet

•
•

•
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粉体のジャミング転移の臨界的性質
(Critical behavior of jamming transition)

大槻道夫, 島根大・総合理工
(Michio Otsuki, Shimane University)

概 要

散逸を持つ粒子の集合である粉体は，密度が低い場合は微小な応力で容易
に流れる一方，密度が高い場合は剪断応力がしきい値（降伏応力）を超えな
い限り流動化しない。これらの密度による振る舞いの変化は，液体的な状態
から固体的な状態へのある種の転移と考えられ，近年になってジャミング転
移と呼ばれている。この転移点であるジャミング転移密度の近傍では，ダイ
ナミクスや物性を含めて，様々な臨界的性質が観測される。こうした特異的
な性質に関して，離散粒子シミュレーションや現象論によって明らかになっ
てきた成果について報告する。

Abstract

Various critical properties can be observed around the jamming tran-

sition in granular systems. We report recent results based on discrete

particle simulation and phenomenological study.
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物質の分類
流体

• 無限小の力で流れる
固体

• 有限の力を支える

力（応力σ）に対する挙動

流体
• 無限小の力で流れる

固体
• 有限の力を支える

γ =
u

L

u

L 変形（歪み）

変位 応力σ

L

u̇速度

変形速度
（歪み速度）

γ̇ =
u̇

L

応力σ

応力σ：単位面積に加わる力
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応力と変形・流動
流体 

• 無限小の力で流れる
固体 

• 有限の力を支える

σ

γ

σフック則 ニュートン則

γ̇

σ ∝ γ σ ∝ γ̇

応力：σ, 歪み：γ, 歪み速度：γ.

固体・流体の分類法
流体 

• 静止状態では応力は０
固体 

• 静止状態でも応力を維持
σ ∝ γ σ ∝ γ̇

応力：σ, 歪み：γ, ひずみ速度：γ.

lim
γ̇→0

σ = 0lim
γ̇→0

σ �= 0
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砂 (粉体)：固体？流体？
• 粉体：マクロな粒子の集合体 

• 例：砂、粉、岩 

• 粒子の衝突でエネルギーが散逸 

• 要素は固体 全体としては？

砂 (粉体)：固体？流体？

固体？

流体？
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粉体の状態
系全体の密度を固定して応力を加える

Amorphous solid
(φ = 0.85)

応力

流れなし
応力

密度（体積分率） : φ

Gas 
(φ = 0.12)

非一様な流動

応力

応力

Dense liquid
(φ = 0.8)

一様な流動 

(有限の歪み速度 )

応力

応力

.

ジャミング転移

転移密度：φJ

密度（体積分率） : φ
系全体の密度を固定して剪断応力を加える

Amorphous solid
(φ = 0.85)

応力

流れなし
応力

Dense liquid
(φ = 0.8)

一様な流動 

(有限の歪み速度 )

応力

応力

.
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様々な系のジャミング転移
熱揺らぎの無い”粒子”の集合系で普遍的にみられる
泡

Colloidal suspensions

細菌の運動(swarming)

CoColll oioidadal sususpspenensisiononss

満員電車(jam-packed train)

血液

問題

• ジャミング転移を相転移として調べる 
• ジャミング転移点近傍で粉体はどのよ
うに振る舞うのか？(臨界的性質)
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粉体のモデル

• Fn = k r  -  r

•  = 1 (Disk)

•  = 3 / 2 (Sphere)

• 摩擦係数 : 

• Ft <  Fn (クーロンの摩擦則)

• Frictionless :  = 0

• Frictional :  > 0

Fn Ft

FnFt

r : contact length

法線力

Elastic part Dissipative part

φ < φJ φ > φJ
以下の接触力を持つ多体粒子系(粉体の定性的挙動を再現)

.

基本はFrictionless  後にFrictionalの影響

接線力

離散要素法

系を縮めて高密度にパックする

ジャミング転移
staticな物理量の臨界的性質

１粒子あたりの接触点数Z

Z =
{

0, φ < φJ

Zc + a(φ − φJ)1/2, φ > φJ

高密度領域での固体的挙動の発生

P =
{

0, φ < φJ

b(φ − φJ), φ > φJ

(不連続転移) (連続転移)

C. S. O’Hern, et al., Phys. Rev. Lett. 88, 075507 (2002).

圧力P

Δ=1

y’
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圧力の臨界的性質

圧力Pは接触力Fnに比例 
接触力は接触距離のΔ乗 
接触距離rは転移密度ΦJで0 

rは転移密度からのずれ(Φ - ΦJ)に比例

y’ = Δ

P =
{

0, φ < φJ

b(φ − φJ), φ > φJ

Fn=krΔ

r

normal force

接触力：Fn

考察

y’

Δ=1での圧力

Amorphous solid
(φ = 0.85)

強い応力

強い応力

Dense liquid
(φ = 0.8)

強い応力

強い応力

.

密度（体積分率） : φ

粉体の流動性

転移密度：φJ

高密度状態でも強い応力を加えれば流動する

.......
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Amorphous solid
(φ = 0.85)

強い応力

強い応力

Dense liquid
(φ = 0.8)

強い応力

強い応力

.

密度（体積分率） : φ

強 応力

..........

強 応力

粉体の流動性

転移密度：φJ

剪断粉体の速度揺らぎ

応力と歪み速度
応力  ,歪み速度 

.

σ

γ̇2

降伏応力

•低密度領域では歪み速度の２乗に比例（液体的な挙動：冪は粉体特有） 
•高密度領域では降伏応力が発生（固体的挙動・静止摩擦の発生）  
•中間領域では臨界的な振る舞い

降伏応力：
歪み速度γ→0の

静止状態での有限の応力

低密度

高密度

転移点近傍
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ジャミング転移
剪断系でのレオロジー特性（外場の大きさと流動の関係）

応力  ,歪み速度 
.

σ

γ̇

σ ∝

⎧⎨
⎩

γ̇2(φJ − φ)−a for φ < φJ

γ̇b for φ ∼ φJ

(φ − φJ)c for φ > φJ

３つの領域を特徴付ける
臨界指数 a, b, c
臨界指数の値は？

私的な興味としては粉体の液体的でも固体的でもない振る舞いを特徴付けるbが知りたい

T. Hatano, M. Otsuki, and S. Sasa, JPSJ. 76, 023001(2007).

低密度

高密度

転移点近傍

臨界スケーリング

σ ∝

⎧⎨
⎩

γ̇2(φJ − φ)−a for φ < φJ

γ̇b for φ ∼ φJ

(φ − φJ)c for φ > φJ

３つの領域のデータがきれいにスケールされる

a = 2α − y, b = y/α, c = y, 臨界指数の値は？
独立な指数は二つ

σ = |Φ|y S±(γ̇ |Φ|−α)
(Φ = φ − φJ)

σ/|Φ|y

γ̇ |Φ|−α

T. Hatano, J. Phys. Soc. Jpn. 77, 123002 (2008).

応力  ,歪み速度 , 密度φ
.

scaling plot
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σ/|Φ|y

γ̇ |Φ|−α

臨界指数の理論（結果のみ）

理論の予言

同じ指数で2, 3, 4次元の
データがスケールできる

b =
2Δ

Δ + 4
b

σ ∼ γ̇b

M. Otsuki and H. Hayakawa, PTP. 121, 647 (2009). PRE 80, 011308 (2009).

σ = |Φ|y S±(γ̇ |Φ|−α) y = Δ, α = (Δ+4)/2 
b = y/Δ = 2Δ/(Δ+4) 

•臨界指数は相互作用のタイプ（Δ）に依存する 

圧力の指数の導出と類似の現象論
応力  ,歪み速度 

.

粉体のモデル

• Fn = k r  -  r

•  = 1 (Disk)

•  = 3 / 2 (Sphere)

• 摩擦係数 : 

• Ft <  Fn (Coulomb’s friction)

• Frictionless :  = 0

• Frictional :  > 0

Fn Ft

FnFt

r : contact length

法線力

Elastic part Dissipative part

φ < φJ φ > φJ
以下の接触力を持つ多体粒子系(粉体の定性的挙動を再現)

.

基本はFrictionless  後にFrictionalの影響

接線力
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粒子間摩擦の影響

Frictionless (  = 0.0) Frictional (  = 2.0)

ジャミング転移点近傍で履歴依存性
M. Otsuki and H. Hayakawa, PRE 83, 051301 (2011).

応力  ,歪み速度 
.

低密度

高密度

転移点近傍

γ̇

低密度

高密度

転移点近傍

γを小さくした後、 
再度大きくする

.

粒子間摩擦の影響

Frictional (  = 2.0)

歪み速度の違いで液体から固体へ
M. Otsuki and H. Hayakawa, PRE 83, 051301 (2011).Shear thickening

コーンスターチのペースト

低密度

高密度

転移点近傍

γを小さくした後、 
再度大きくする

.
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粒子間摩擦の影響
圧力 P 圧力 P

Frictionless (  = 0.0)
連続転移

Frictional (  = 2.0)
不連続転移

P

•摩擦が入ると圧力も不連続転移を示す

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0  0.5  1  1.5  2

P

M. Otsuki and H. Hayakawa, PRE 83, 051301 (2011).

粒子間摩擦の影響

•スケーリングは普遍： 
•異なる摩擦係数でも転移点をずらすだけで一致する

P (φ, μ) = a[φ − φS(μ)]Δ

圧力 P

P

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0  0.5  1  1.5  2

P

異なる摩擦係数のデータ

M. Otsuki and H. Hayakawa, PRE 83, 051301 (2011).
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ジャミング転移の相図

P

グレースケールは履歴依存性の面積

C

P ~ ( - S)

S

C

φc : 圧力が0になる点(真の臨界点)

φS : 圧力のスケーリングを
支配する点(仮想的な臨界点)

•粒子間摩擦の影響で転移点が複数に分裂する 
•二つの摩擦係数の間の領域で履歴依存性が発生

S

流体

固体

M. Otsuki and H. Hayakawa, PRE 83, 051301 (2011).

流体
共存相

まとめ：ジャミング転移
•液体的状態から非結晶固体への転移 
•転移点近傍で様々な臨界的挙動 
•次元依存性はみられない 
•臨界指数、転移のタイプは相互作用に依存

M. Otsuki and H. Hayakawa, PTP. 121, 647 (2009). PRE 80, 011308 (2009).

M. Otsuki and H. Hayakawa, PRE 83, 051301 (2011).
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パーコレーション電気伝導の数理
(Percolation model for conductivity)

松谷茂樹, キヤノン (株)

(Shigeki Matsutani, Canon Inc.)

概 要

連続パーコレーション模型における電気伝導率の数値解析結果を示した後
に，その背景にある数理科学的な構造（擬等角写像構造，フラクタル構造な
ど）について紹介する。

Abstract

We report our numerical results on the electric potential distribution

over a two-dimensional continuum percolation model. We then discuss

the mathematical structure hidden behind, such as quasi-conformal

structure, fractal structure.
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代用電荷法による等角写像の数値計算法
(Numerical conformal mapping by the charge simulation method)

岡野大, 愛媛大・工
(Dai Okano, Ehime University)

概 要

等角写像の数値計算に複素対数ポテンシャルの重ね合せを用いた代用電荷
法を利用する方法は天野によって提案され，単連結・多重連結領域の様々な
等角写像の問題に適用し，簡潔で高精度の近似写像関数を得ることのできる
方法として発展している。この方法の基本的なアイディアと最近の成果にも
とづく種々の問題の統一的な取り扱いについて述べる。

Abstract

The charge simulation method for numerical conformal mapping was

proposed by Amano, and is regarded as simple and accurate method.

We review the basic idea and recent results.
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θ θ 

φ
φ

φ

φφ

θ θ 

φ
φ + φ π /2

φ

φ

φ

θ θ 

φ

θ θ 

φ

θ θ 

φ

ϕ=
ϕ φ +π /2

φ

ϕ=
ϕ φ +π /2
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離散冪函数の明示公式と諸性質
(An explicit formula and some properties of a discrete power

function)

増田哲, 青学大・理工
(Tetsu Masuda, Aoyama Gakuin University)

(共同研究者： 安藤央，梶原健司，Mike Hay)

概 要

Bobenkoらにより導入された離散冪函数が，第６パンルヴェ方程式の超幾
何タウ函数を用いて明示的に表されることを示す。この事実は，離散冪函数
を定める差分方程式系が，第６パンルヴェ方程式のBäcklund 変換（の一部）
であることに由来する。Bobenko らによるもともとの定義では，離散冪函数
の指数の値や定義域に対して強い制限が課されている。しかしながら，我々が
得た明示公式から直ちにわかるように，指数については偶数を除く任意の複
素数に，定義域については Riemann 面の離散類似にまで拡張できる。また，
指数の実部が 1 に等しいとき，離散冪函数ははめ込みであることもわかる。

Abstract

We present an explicit formula for the discrete power function intro-

duced by Bobenko, which is expressed in terms of the hypergeometric

τ functions for the sixth Painlevé equation. The original definition of

the discrete power function imposes strict conditions on the domain

and the value of the exponent. However, we show that one can extend

the value of the exponent to arbitrary complex numbers except even

integers and the domain to a discrete analogue of the Riemann surface.

Moreover, we show that the discrete power function is an immersion

when the real part of the exponent is equal to one.
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解析函数の離散類似

• circle packings や circle patterns の理論に基づいて発展
• Thurston のアイデア：
circle packings を Riemann 写像の近似として用いる．

◦ 多くの重要な性質が明らかにされている．
•最大値原理や Schwarz の補題の離散類似 [Rodin]

•一意化定理の離散類似 [Beardon & Stephenson]

1

可積分系との関連
•四角格子の組合せ論に付随する circle patterns

ez, erf(z) [Schramm] zγ, log z [Bobenko-Pikall, Agafonov-Bobenko]

•六角格子に付随する circle patterns

zγ, log z [Bobenko-Hoffmann-Suris]

離散冪函数
• PVIと密接に関係

講演の流れ
•離散冪函数の明示公式
•定義域の「離散 Riemann 面」への拡張
• Re γ = 1 のとき「はめ込み」であること

2
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離散正則函数 Bobenko, Pinkall (1996)

定義 写像f : Z2 → Cを考え，fn,m = f (n,m)と記す．

任意の (n,m) ∈ Z
2に対し，

(fn,m − fn+1,m)(fn+1,m+1 − fn,m+1)

(fn+1,m − fn+1,m+1)(fn,m+1 − fn,m)
= −1

が成り立つとき，fは離散正則であるという．

3

• Cauchy-Riemann 関係式の離散類似である．
• f : D ⊂ C → Cが正則ならば，任意の (x, y) ∈ Dに対し，

lim
ε→0

(f (x, y)− f (x + ε, y))(f (x + ε, y + ε)− f (x, y + ε))

(f (x + ε, y)− f (x + ε, y + ε))(f (x, y + ε)− f (x, y))
= −1

(
⇐⇒ ∂f

∂z

∂f

∂z̄
= 0

)

注釈

•（この定義による）離散正則函数の具体例としては，
指数函数，対数函数，羃函数しか知られていない．

4
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離散冪函数 Bobenko, Pinkall (1999)

定義 γ ∈ R− 2Zとする．離散正則函数f : Z2
+ → Cを考える．

任意の (n,m) ∈ Z
2
+に対し，

γfn,m = 2n
(fn+1,m − fn,m)(fn,m − fn−1,m)

fn+1,m − fn−1,m

+2m
(fn,m+1 − fn,m)(fn,m − fn,m−1)

fn,m+1 − fn,m−1

が成り立つとする．但し，初期条件は，

f0,0 = 0, f1,0 = 1, f0,1 = eπiγ/2

で与えられる．このとき，f = fn,mを離散羃函数と呼ぶ．

連続極限 : γf = z
∂f

∂z

5

離散冪函数：γ = 1/2

6
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注釈

•なぜγ ∈ R− 2Zか？
なぜ定義域を第１象限に限るのか？
=⇒ある幾何的な要請に由来

•幾何を一旦忘れれば，γの値がとり得る範囲は
γ ∈ C− 2Z

にまで拡張できる（更に，γ ∈ Cとすることも可能）．

•定義域も，Z
2に拡張できる．

=⇒ さらに「離散 Riemann 面」にまで拡張できる．

7

離散 Schwarzian KdV 方程式（LSKdV）

(fn,m − fn+1,m)(fn+1,m+1 − fn,m+1)

(fn+1,m − fn+1,m+1)(fn,m+1 − fn,m)
=

1

t

これと，差分方程式

γfn,m = 2n
(fn+1,m − fn,m)(fn,m − fn−1,m)

fn+1,m − fn−1,m

+2m
(fn,m+1 − fn,m)(fn,m − fn,m−1)

fn,m+1 − fn,m−1

とを連立させて考える．

8
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離散 Schwarzian KdV 方程式

(fn,m − fn+1,m)(fn+1,m+1 − fn,m+1)

(fn+1,m − fn+1,m+1)(fn,m+1 − fn,m)
=

1

t

��
��

��
��

��
��

��
��

(n,m) (n + 1,m)

(n,m + 1) (n + 1,m + 1)

9

差分方程式

γfn,m = 2n
(fn+1,m − fn,m)(fn,m − fn−1,m)

fn+1,m − fn−1,m

+2m
(fn,m+1 − fn,m)(fn,m − fn,m−1)

fn,m+1 − fn,m−1

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

10
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差分方程式（m = 0）

γfn,0 = 2n
(fn+1,0 − fn,0)(fn,0 − fn−1,0)

fn+1,0 − fn−1,0

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

m=0
=⇒ ��

��
��
��

��
��

10

初期条件も一般化

f0,0 = 0, f1,0 = c0, f0,1 = c1t
r

ここで，c0, c1 ∈ C
×であり，γ = 2rとした．

注釈
•離散羃函数の明示公式を得るには，

c0 = c1 = 1 および t = eπi (= −1)

と特殊化すればよい．

11
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12

Painlevé VI 方程式との関係

LSKdV と差分方程式 = PVIの Bäcklund 変換の一部

変数vn,mを導入 {
fn,m − fn+1,m = t−

1
2 vn,mvn+1,m

fn,m − fn,m+1 = vn,mvn,m+1

変数 tへの依存性を以下で要請

−2t
d

dt
log vn,m = n

vn+1,m − vn−1,m

vn+1,m + vn−1,m

13
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命題 変数w = wn,m = wn,m(t)を

wn,m = t
1
2
vn+1,m

vn,m+1

で導入すると，wは PVI

d2w

dt2
=

1

2

(
1

w
+

1

w − 1
+

1

w − t

)(
dw

dt

)2

−
(
1

t
+

1

t− 1
+

1

w − t

)
dw

dt

+
w(w − 1)(w − t)

2t2(t− 1)2

[
κ2∞ − κ20

t

w2
+ κ21

t− 1

(w − 1)2
+ (1− θ2)

t(t− 1)

(w − t)2

]

を満たす．但し，

κ2∞ =
1

4
(μ− ν +m− n)2, κ20 =

1

4
(μ− ν −m + n)2,

κ21 =
1

4
(μ + ν −m− n− 1)2, θ2 =

1

4
(μ + ν +m + n + 1)2

であり，γ = 1 + 2μおよびν = (−1)m+nμである．

14

超幾何タウ函数：τn′(a, b, c; t)

τn′(a, b, c; t) = det (ϕ(a + i− 1, b + j − 1, c; t))1≤i,j≤n′

ϕ(a, b, c; t) = c0
Γ(a)Γ(b)

Γ(c)
2F1(a, b, c; t)

+c1
Γ(a− c + 1)Γ(b− c + 1)

Γ(2− c)
t1−c 2F1(a− c + 1, b− c + 1, 2− c; t)

註釈
•超幾何微分方程式の，原点（t = 0）近傍での解で，特性指数が0, 1− c
であるものの線型結合

15
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命題 M. (2004)

w =
τn′(a + 1, b + 1, c + 1)τn′+1(a, b + 1, c)

τn′(a, b + 1, c)τn′+1(a + 1, b + 1, c + 1)

は，PVIを満たす．但し，

κ∞ = a + n′, κ0 = b− c + 1 + n′, κ1 = c− a, θ = −b
である．

16

定理 (n,m) ∈ Z
2
+に対し，fn,mは以下の表示を持つ．

1. n ≤ mのとき

fn,m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c1t
r−nN

(r + 1)N−1

(−r + 1)N

τn(−N,−r −N + 1,−r; t)
τn(−N + 1,−r −N + 2,−r + 2; t)

n +mが偶数のとき：N =
n +m

2

c1t
r−n (r + 1)N

(−r + 1)N

τn(−N,−r −N,−r; t)
τn(−N + 1,−r −N + 1,−r + 2; t)

n +mが奇数のとき：N =
n +m− 1

2

ここで，
(a)k = a(a + 1) · · · (a + k − 1)

17

－195－



2. n ≥ mのとき

fn,m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c0N
(r + 1)N−1

(−r + 1)N

τm(−N + 2,−r −N + 1,−r + 2; t)

τm(−N + 1,−r −N + 2,−r + 2; t)

n +mが偶数のとき：N =
n +m

2

c0
(r + 1)N
(−r + 1)N

τm(−N + 1,−r −N,−r + 1; t)

τm(−N,−r −N + 1,−r + 1; t)

n +mが奇数のとき：N =
n +m− 1

2

18

注釈
•これらの表示は，r ∈ C− Z（γ ∈ C− 2Z）の場合に有効

•実際には，r, t, trの有理函数
• t = −1（およびc0 = c1 = 1）とすれば，r, eπirの有理函数

19
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γ = 1 + i

20

定義域の拡張
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•定義域をZ
2
+から，（ひとまず）Z

2へ拡張
•第２，３，４象限でのfn,mの値を定めるには，初期条件として，更に

f−1,0 および f0,−1

の値を与えなければならない．

�
f−1,0

� f0,0

� f0,1

第2象限

21

初期値

f1,0 = c0, f0,1 = c1t
r, f−1,0 = c2t

2r, f0,−1 = c3t
3r

(
元の設定では，
f1,0 = 1, f0,1 = eπir, f−1,0 = e2πir, f0,−1 = e3πir

)

⇓
第２象限：

f−n,m = fn,m | c0 →c2t2r

第３象限：

f−n,−m = fn,m | c0 →c2t2r, c1 →c3t2r

22
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第４象限について

同様にして，
fn,−m = fn,m| c1 →c3t2r

となるが，これでは離散羃函数に多価性は生じない．

Riemann 面の離散類似

• Z
2平面を可算無限個だけ用意

•各々の実軸の正の部分に切れ目を入れて貼り合わせる．
（連続の場合と同じ）

23

•初期条件を「極表示」で表す．

f1,0 = c0, f0,1 = c1t
r, f−1,0 = c2t

2r, f0,−1 = c3t
3r

⇓

f (1, πk/2) = ckt
kr (k = 0, 1, 2, 3)

=⇒ そのまま任意のk ∈ Zに一般化

⇓

各象限ごとに離散羃函数の明示公式が得られる．

24

－199－



•例
3

2
π ≤ arg(n + im) ≤ 2π

初期条件
f (1, 3πi/2) = c3t

3r, f (1, 2πi) = c4t
4r

⇓

fn,−m = fn,m| c0 →c4t4r,c1 →c3t2r

•離散羃函数fn,mが一価
⇐⇒ （t = eπi, ck = ck+4および）e4πir = 1

⇐⇒ 2r ∈ Z ⇐⇒ 羃指数γが整数

25

γ = 5/2 定義域はZ
2

γ = 5/2

定義域は離散 Riemann 面

26
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幾何的性質

定義 離散正則函数fn,mがはめ込みである．

�
隣接する基本四辺形 (fn,m, fn+1,m, fn+1,m+1, fn,m+1)の内部が交わらない．

•指数γが実ならば，離散冪函数は「はめ込み」である．
[Agafonov-Bobenko]

24
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問題 離散冪函数が「はめ込み」である場合が，他にあるか？

定理

f : Z2
+ → C ; (n,m) → fn,mを離散冪函数，すなわち，

(fn,m − fn+1,m)(fn+1,m+1 − fn,m+1)

(fn+1,m − fn+1,m+1)(fn,m+1 − fn,m)
= −1,

γfn,m = 2n
(fn+1,m − fn,m)(fn,m − fn−1,m)

fn+1,m − fn−1,m

+2m
(fn,m+1 − fn,m)(fn,m − fn,m−1)

fn,m+1 − fn,m−1

(E)

および初期条件

f0,0 = 0, f1,0 = 1, f0,1 = eπiγ/2

を満たす写像とする．このとき，Re γ = 1ならば，fは「はめ込み」
である．

25

命題 Re γ = 1とする．fn,mを初期条件
f0,0 = 0, f1,0 = 1, f0,1 = c1e

πiγ/2 (c1 > 0) (C)

の下での (E) の解とする．このとき，すべての基本四辺形
(fn,m, fn+1,m, fn+1,m+1, fn,m+1)

は凧型である．

• n +mが奇：点fn,mから出る4辺の長さがすべて等しい．
|fn+1,m − fn,m| = |fn,m+1 − fn,m| = |fn−1,m − fn,m| = |fn,m−1 − fn,m|

• n +mが偶：点fn,mから出る4辺がなす角がすべて直角である．

26

－202－



n +mが奇数ならば，四辺形 (fn−1,m,fn,m−1,fn+1,m,fn,m+1) の
外接円は，Schramm 型 circle patterns を成す．

27

Schramm 型 circle patterns とは？
•隣接する四辺形の外接円は，互いに直交する．
•頂点をひとつ共有する四辺形の外接円は，互いに接する．

f0,0 f1,0 f2,0 f3,0

f3,1
f2,1f1,1

f0,1

f0,2
f1,2 f2,2

f3,2

f3,3f2,3f1,3f0,3

28
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点 fn,n+1 の周りの概略図

fn−1,n fn,n fn+1,n

fn+1,n+1

fn+1,n+2fn,n+2fn−1,n+2

fn−1,n+1
αn

αn

αn−1

αn−1

ϕn

ϕn

Rn,n+1

Rn,n+1

Rn+1,n+2

fn,n+1

•はめ込みかどうかは，上の凧型の凸性に帰着する．

29

命題
γ = 1 + iδとする．差分方程式 (E) および初期条件

f0,0 = 0, f1,0 = 1, f0,1 = iζ (ζ > 0)

で定まる写像f : Z2
+ → Cが「はめ込み」である．���

差分方程式系

yn+1 =
1 + x2n − 2xnyn
x2nyn + yn − 2xn

,

xn+1 =
(2n + 2 + γ)xn + γyn+1

yn+1

[
(γ − 2)xn + (γ − 2n− 4)yn+1

], x0 = −1 + iδ

1− iδ

1

y0

が，初期条件y0 =
ζ + i

ζ − i
の下で，

xn = e2iαn, yn = e2iϕn, αn, ϕn ∈ (0, π/2)

という形の解を持つ．
30
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命題

条件
xn, yn ∈ AI := {e2iβ | β ∈ (0, π/2)}

を満たす解が，唯一つ存在する．この解を与える初期条件は

y0 =
e−πδ/2 + i
e−πδ/2 − i

である．

証明の概略

◦ 存在 :初期条件の集合SIを

SI :=
{
y0 ∈ AI

∣∣任意のn ∈ Z+に対しxn, yn ∈ AI

}
で定める．このとき，SI �= ∅である．

31

◦ 一意性
• y0 ∈ SIなる解を選び，対応する circle patterns を考える．
• Rk :点 f2k,1を中心とする円の半径

lim
l→∞

R2l = lim
l→∞

1

R2l−1
=

(1− e−πδ/2) + ζ(1 + e−πδ/2)
(1 + e−πδ/2)− ζ(1− e−πδ/2)

–離散冪函数の明示公式
–超幾何函数 2F1の特殊値に関する公式
– Γ-函数の漸近公式

32
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f2k,0 f2k+1,0 f2k+2,0

f2k+2,1

f2k+2,2

f2k+1,1

f2k+1,2

Rk

Rk+1

• 3点 f2k,0, f2k+1,0, f2k+2,0 は漸近的に，同一直線上に並ぶ．
• 4点 f2k+1,1, f2k+2,1, f2k+2,2, f2k+1,2 は四辺形を成す．

=⇒ k � 1ならばRk = Rk+1

=⇒ kの偶奇に関わらず， lim
k→∞

Rk = 1

=⇒ ζ = e−πδ/2 すなわち f0,1 = ie−πδ = eπiγ

33

今後の課題
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• r ∈ Z および離散対数函数の場合

特性指数の差が整数になり，対数項が現れる場合

f̃n,m :=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

lim
r→j

1

j

(−r + 1)j
(r + 1)j−1

fn,m （γ = 2j ∈ 2Z>0のとき）

lim
r→−j

(−r + 1)j
(r + 1)j

fn,m （γ = −2j ∈ 2Z<0のとき）

および
f̂n,m := lim

r→0

fn,m − 1

r

•六角格子上の circle patternに付随する離散冪函数および離散対数函数

34

中園による観察

• (A1 + A2)
(1)型q-Painlevé 系（に対応する双有理表現）

=⇒ 冪函数が満たすべき方程式のq-類似

• (A1 + A
′
1)

(1)型q-Painlevé 系（に対応する双有理表現）

=⇒ 指数函数が満たすべき方程式のq-類似

35

－207－



－208－



 

 
 

23 4  
(IMI) 25 4

. 

 
 
 

26 10  
 

  
 
 
 
 

 
 

 No.3, IMI,  

ISSN 2188-286X 

2015 3 24  

 

 

819-0395 744 

IMI  

TEL 092-802-4402 FAX 092-802-4405 

URL http://www.imi.kyushu-u.ac.jp/ 

 

811-0119 11  

TEL 092-962-0764 FAX 092-962-0768 



シリーズ既刊

Issue Author ／ Editor Title Published

マス・フォア・インダストリ
研究　No.1

穴田 啓晃
安田 貴徳
Xavier Dahan
櫻井 幸一 

Functional Encryption as a Social Infrastructure and 
Its Realization by Elliptic Curves and Lattices

26 February 2015

マス・フォア・インダストリ
研究　No.2

滝口 孝志
藤原 宏志

Collaboration Between Theory and Practice in 
Inverse Problems

12 March 2015



Ｍ
Ｉ
研
究　

Ｎｏ
．3

非
線
形
数
理
モ
デ
ル
の
諸
相
：
連
続
，
離
散
，
超
離
散
，
そ
の
先

V
arious aspects of nonlinear m

athem
atical m

odels
: continuous, discrete, ultra-discrete, and beyond

（
）


